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Oz

Bu calismada, baslangi¢ degerlerine bagli olarak verilen lgiincii mertebeden kismi diferansiyel denklemin
¢Oziimii homotopy pertiirbasyon metodu ile incelendi. Yontemi test etmek i¢in bir 6rnek problem kullanildi. Bu
ornek problem {iizerinde elde edilen ¢dziimiin tam ¢dziime denk oldugu goriildii. Matlab programi kullanilarak
tam ¢Oziimiin grafigi elde edildi.

Anahtar kelimeler: Ugiincii mertebeden kismi diferansiyel denklem, Homotopy pertiirbasyon metodu, Tam
¢Oziim, Yaklasik ¢oziim.

Solution of Third Order Partial Differential Equation by Homotopy
Perturbation Method

Abstract

In this study, the solution of the third-order partial differential equation given depending on the initial values is
analyzed by homotopy perturbation method. An example problem is used to test the method. It is seen that the
solution obtained on this example problem was equivalent to the exact solution. The graph of the exact solution
is obtained using the Matlab program.

Keywords: Third order partial differential equation, Homotopy perturbation method, Exact solution,
Approximate solution.

1. Giris

Kismi diferansiyel denklemler tip, mithendislik, fizik, sismoloji, termodinamik, akiskan mekanigi gibi
pek c¢ok bilim dallarinda uygulama alanma sahiptir. Ugiincii mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin tam ve yaklasik ¢oziimleri ile ilgili literatiirde epey calisma yapilmistir. Fiber optik,
iletisim teorisi ve tagima gibi fiziksel ve miithendislik uygulamalarinda kullanilabilecek Fisher benzeri
lineer olmayanligi iceren liglincii mertebeden yari lineer ve lineer olmayan dagilimli denklemlerin,
yani dagilim-tepkime modellerinin tam ¢6ziimleri elde edildi [1]. [2] de zaman degiskeninin {igiincii
mertebeden bir tiirevi ile birlesen lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemi ¢alisildi. Lineer
olmayan dalga denklemlerinin yiirliyen dalga ¢6ziimlerini elde etmedeki etkinligini gostermek igin, A.
Degasperis, D. Holm ve A. Hone tarafindan verilen bir {igiincii mertebeden dagilimli kismi
diferansiyel denklemler ailesi incelendi [3]. Soliton tipi ¢oziimleri belirlemek i¢in iglincii mertebeden
evrim denklemini aragtirmak i¢in Hirota bilinear yontemi kullanildi [4]. Yari-ayriklastiriimig
adveksiyon difiizyon reaksiyonunun zaman entegrasyonu i¢in yeni ii¢ asamali W-yontemleri verilip
kismi diferansiyel denklemler o6zellikle, komiitatorle ilgili gercekgi bir varsayim altinda, i¢lincii
mertebeden W yontemlerinin iki li¢ parametrik ailesi elde edildi [5]. Optik solitonlarin uzay-zamansal
dagilim, parabolik yasa lineer olmama durumu (kiibik-kuintik lineer olmama), detuning, modlar arasi
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dagilim, kendiliginden diklesme, Raman etkisi, lineer olmayan dagilim ve tgiincii mertebeden
mevcudiyetinde lineer olmayan meta malzemeler araciligiyla yayilmasini incelendi [6].

Uciincii mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri igin sonlu fark
metodu [7], en kiigiik kareler yontemiyle birlestirilmis ti¢lincii dereceden B-spline metodu [8], Sonlu
elemanlar yontemi [9] ve Homotopy pertiirbasyon metodu [10, 11, 12, 13] kulanilmistir.

Bu ¢alismada, {igiincli mertebeden kismi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii homotopy pertiirbasyon
metodu kullanilarak

{Uttt(t’ x) + aUtt(t, X) + ﬁUt(t, x) + kU(t, .x) = )LUtxx(tr .x)
+U,(t,x)+ f(t,x), 0<x<L, 0<t, (1)

U(O, x) = (Po(x): Ut(ol x) = (P1(x); Utt(oi x) = (Pz(x)

incelendi. (1) denklemi; A = 0 igin Uglincii mertebeden zamanla degisen sistem [14], A # 0 i¢in
denklem {iglincii mertebeden pseudo kismi diferansiyel denklemi olarak adlandirilabilir. (1) problemi
ile ilgili literatiirde herhangi bir caligma yapilmadigindan bu problemi ¢6zmek biiyiik 6neme sahiptir.
Dolayistyla homotopy pertiirbasyon metodu kullanilarak bu problemin ¢oziimiinii elde edildi. Elde
edilen bu ¢oziimiin tam ¢ézlime karsilik geldigi goriildii. Fakat bu problemin tam ¢6ziimiiniin bilinen
Laplace doniisiim metodu ile elde edilmesi miimkiin olmamaktadir. Ciinkii Uy, (¢, x) kismi tiirevinden
dolayr daha fazla baglangic ve simir degerlerine gereksinim duymaktadir. Bu da homotopy
pertiirbasyon metodunun bu problemin ¢6ziimii i¢in daha avantajli ve etkili oldugunu gosterir.

Ozellikle bu problem ag tasariminda, akiskan dinamiginde, dalga hareketi, telekomiinikasyon,
elektromanyetik, dalga dagilim1 ve elektronik dinamiginde kullanilir [15, 16].

2. Materyal ve Metot
2.1. Homotopy Pertiirbasyon Metodu
Ik olarak, homotopy pertiirbasyon yontemini [17,18] ¢alismalarinda oldugu gibi homotopynin yeni

modifikasyonunun algoritmasini elde edecegiz. Bunun ig¢in, bu metodu asagidaki lineer olmayan
diferansiyel denklemini

Lw)+ Nw) = f(r), r € 0, 2
B(u,g—Z) =0rer

siir degerleri igin elde edelim. Burada L bir lineer operatér, N lineer olmayan bir operatér, B bir sinir,
I' 2 bolgesinin sinir operatorii ve f(r) bilinen bir analitik fonksiyondur. Homotopy teknigiyle,

v(r,p): 2 - 2 x[0,1] - R
olmak tizere,
Hw,p) = 1 = p)[L@w) — LWUo] + p[L(v) + Nw) — f(r)] = 0 ®)

dir. Burada p € [0,1] bir parametre ve U, ise sinir degerlerini karsilayan baslangi¢ kosuludur. O halde
(2) ve (3) denklemlerinden

H@,0) = L(v) — L(Up) = 0, (4)

H(v,1)

L) + N(v) = f(r) =0 (®)

formiilleri elde edilir.
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Bu yiizden 0’dan 1’e p nin degisim islemi, v(r,p) nin Uy(r) den U(r) doniisiimidiir. Topolojide
L(v) — L(Uy) ve L(v)+ N(v) — f(r) homotopyktir. Bu varsayim (3) denkleminin ¢6ziimiidiir ve
(4) denkleminin p kuvvet serisi ifadesi

V= vy + pvy + pPv, + (6)
seklindedir. Buda p = 1 alinirsa (1) denkleminin yaklasik ¢6zimii

v=limv=vo+v, +v, + (7
p—>
formiilii gibi olur. (7) serisinin yakinsakliginin ispati [17, 18] te verilmistir.

2.2. Ugiincii Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklem icin Homotopy Pertiirbasyon Metodu

Simdi (1) denkleminin ¢dziimii igin Homotopy pertiirbasyon metodunu olusturalim. (1) probleminin
Laplace doniistimii alinirsa

1
U(s,x) = 3 [P0 + SP100) + Pax) + F(5,%)] + L{pUpyr (£, %) + Uy} + F(s,%) + L[—
X Upe(t,x) — BUL(t, x) — kU(t,x)]

bulunur. Burada U(s, x), U(t,x) ifadesininve F(s,x), F(t,x) ifadesinin Laplace doniistimiidiir.
U(s,x)

UGs,x)= ) PUi(s,0)
k=0
formunda bulunabilir. Burada i = 0,1,2, ... i¢in U; (s, x) in bilinmeyen fonksiyonudur. Bu durumda

c 1
E P,U;(s,x) = 3 [s200(x) + Sp1(x) + @,(x) + F(s,x)] — S% L{
i=0

x Utt(tJ X) + )BUt(t' x) + kU(t' X) - AUtxx(t' .X') - Uxx(t' X)}
formiilii elde edilebilir. p’nin kuvvetlerinin katsayilarinin karsilastirilmasi ile
0 L2
P Uo(s,x) = 5 [s%00(0) + 5 01 (x) + 92(0) + F(s,2)],
1
p':Uy(s,x) = = L {a(Uo)ee (&, x) + B(Up)e (8, %) + k(Ug) (£, x) — A(Up) e (£, x) — (Up)xx (£, 23,

p?: Uy(s,x) = S% L{a(U)ee(t, %) + B(UD(t, x) + k(U (&, %) = AU exx (&, %) = (U xx (8, %)},

P Upya (s5,0) = (—1)”“5% L{aUp)ee(t,x) + BUn)e(t,x) + k(Up)(t,x) —
A(Un)txx(t' x) -
(Un)xx(t, %)} (8)

formiilleri bulunur.
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p — 1 iken, (1) probleminin ¢6zimii

Hn(s,%) = ZiLop'Ui(s, x) (9)
olarak bulunur. (9) formiiliiniin ters Laplace doniistimii alinirsa,

U(t,x) = Uy, (t,x) = L"Y{H, (s,x)} (10)

yazilir. Burada

n2 . In2
U,(t,x) = nT 2?31 d;H, (i nT,x), p>0
ve
= (_1\i+p ymin(@p) 17 2!
di= (-1 Zj:[%] (p-N! G-DIGE-D(2j-1)!
dir.

3. Bulgular ve Tartisma
Bu bolimde homotopy pertiirbasyon metodunu kullanarak tiglincii mertebeden bir diferansiyel
denklemin ¢6ziimiinii bir 6rnek problem ile test edecegiz. Bu metodu kullanarak asagidaki 6rnegi
¢ozmeye calisalim.
3.1. Ornek Ugiincii mertebeden kismi diferansiyel denkleminin ¢oziimiinii

Utee(6, ) + 3U (8, %) + 3U (6, %) + UL, X) = Upyr (8, %) + Upi (8, %)

U(0,x) = sinx, U(0,x) = —2sinx, Uy(0,x) = 4sinx,

Uit,0)=U{m) =0

homotopy pertiirbasyon metodu ile bulalim. Verilen denklemin her tarafinin Laplace doniisiimii
alinirsa

L{Ugee(t, %)} = =3L{ Upe (8, x)} = 3L{U; (¢, )} = 3L{U (L, %)} + L{Upx (£, %)} + L{ Uyx (£, )}
denklemi elde edilir. Bu denklem agilirsa

s3U(s,x) — s2U(0,x) — sU.(0,x) — U (0,x)
= L{—=3 U (t,x) —3U; (t,x) = 3U(t,x) + Upyx (t,x) + Uy (t, x)}

denklemi ve buradan da verilen baslangi¢ degerleri kullanilirsa

s3U(s,x) — s?sinx + 2ssinx — 4sinx
= L{—3 U (t,x) — 3U; (t,X) — 3U(t,X) + Upyx (t,X) + U,r (£, %)}

bulunur. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

s3U(s,x) = s?sinx — 2ssinx + 4sinx
+ L{=3 Ut (t,x) = 3U; (t,x) — 3U(t, %) + Upyy (t, %) + Uyr(t, %)}

olup buradan da
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sinx 2sinx 2sinx
U(s,x) = -— 3
s s S

+ 5 L{=3 Uge(t,) = 30U (£,2) = 3U(6,X) + Ugnx (%) + Uy (£,2)} (11)

denklemi elde edilir. (8) ve (11) formiilleri kullanilirsa

sinx 2sinx Zsinx}

Uo(s,x) = (2 -

(12)

5?2 s3
yazilabilir. (12) denkleminin ters Laplace doniistimii alinirsa

sinx 2sinx 4 2sinx

LY Us(s0)) = LY =+ 5
olup buradan da

Uy(t, x) = sinx — 2tsinx + 2t%sinx

ve

Uo(t,x) = (1 — 2t + 2t?)sinx

bulunur. (8) formiiliinden

Un+1(tr x) = sl3L{_3 (Un)tt(t' x) - S(Un)t (t' x) - 3(Un)(t' x) + (Un)txx (t' X) + (Un)xx(tr x)}

formiilii yazilabilir. Bu son formiilden,
1
U, (t,x) = S_3L{—3 Uo)ee (@ x) —3(WUo)e (&%) —3(Uo) (6, %) + (Up)xx (6,%) + (Ug)xx (£, %)}

1 .
=3 L{—3.4—3(=2+4t) —3(1 — 2t + 2t%) + (2 — 4t) — (1 — 2t + 2t?)} sinx
ve

8 8 16\
Uy(s,x) = (—5—4 —S—5—5—6>Slnx

bulunur. Son formiiliin ters Laplace dontisiimii alinirsa
L YU (s,x)} = L1 {(—— -— - 5—6) sinx}
olup buradan da
4 1 2
Uy(t,x) = — (§t3 + §t4 + Et5) sinx

elde edilir. Yukaridakine benzer prosediir uygulanirsa

1
Uy(t,x) = S_3L{—3 (U ee(t, x) =3¢ (£, x) = 3(U1) (6, %) + (U exx (8, %) + (Up)xx(t, %)}
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=S L{(2400 + 1202 + 863 + 1202 + 463 + 2t + 43 + 1 25 H 4+ 10+ 2 1 20 4
a4 245 }

3t +15t )smx

_1.((8;s 4, 56.3 2 1) o }

=S L{(St° + 4t* + 2265 + 2862 + 24t sinx

64 96
:—+—8+
s

s9

112
s7

+ ? + i—g)sinx
yazilabilir. Bu denklemin de ters Laplace doniistimii alinirsa
L HU,(s,x)} = L1 {(% + % + 1—172 + S—S + %) sinx}

s? s s s s
Uy(t,x) = (%tf* + %ﬂ + 4—75t6 + %tS + t4) sinx
ayni sekilde devam edilir ve i = 3,4, ... i¢in U;(t, x) bulunup
U(t,x) =Uy(t,x) + Uy (t,x) + Uy (t, x) + -

hesaplanabilir. (9) ve (10) formiilleri kullanilarak

, 4. 1. 2
U(t,x) = (1 -2t + 2t?)sinx + — (§t3 + §t4 + Et5> sinx

1 2 7 7
8, = 474" 64 " 45 4) o
+(630t +105t +45t +15t +t)smx+

4 1 2 1 2 7 7
Ult,x) =(1—2t+2t>+—=t3 ——t* ——t5+ —t8 + —t" + —t° + —t5 + tH)si
(t,x) = ( M L L T T L T LT L LI

4 2 1 7 2 1
u(t, =<1—2t+2t2——t3+—t4+—t5+—t6+—t7+—t8+---) J
(&%) 38 T3 T3t Tt "5t T 630 sinx

U(t,x) = e *tsinx

bulunur ki bu da Omek 3.1 in tam ¢dziimiine karsilik gelir. Bu ¢oziim ile ilgili grafik asagida
verilmistir.
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Grafik 1

Sekil 1. Ugiincii mertebeden kismi diferansiyel denklemin 0 < t < 1,0 < x < 7 arah@indaki grafigidir.
4. Sonuc ve Oneriler

Bu c¢alismada, homotopy pertiirbasyon metodu kullanilarak ti¢lincii mertebeden kismi
diferansiyel denklemin ¢6ziimii elde edildi. Hem homotopy pertiirbasyon metodunun genel formu hem
de bu denklemin ¢6ziimii igin kullanilan formu olusturuldu. Bu metot kullanilarak bir 6rnek problem
tizerinde denklemin ¢oziimii hesaplandi. Elde edilen bu ¢oziimiin tam ¢oziime denk oldugu goriildii.
Bu nedenle bu metodun bu problem i¢in uygun ve elverisli bir metot oldugu goriildii. Matlab programi
kullanilarak tam ¢oziim icin grafik verildi. Ornek 3.1 probleminin tam ¢dziimii olan U(t,x) =
e ?tsinx fonksiyonu igin bu grafik elde edildi. Bu grafikten x = 0 ve x = m de U(t,x) = 0 oldugu
goriiliir.
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