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OZET

OKLID VE MINKOWSKI 3-UZAYINDA N-BISHOP CATISINA GORE SLANT
HELISLERIN BAZI KARAKTERIZASYONLARI

Ayhan YILDIZ

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Hatice KUSAK SAMANCI
Agustos 2018, 93 sayfa

Tez bes boliimden olusmustur. Giris boliimiinde ¢alismamizin tarihsel gelisimi ifade edilmistir.
Onceki ¢alismalar boliimiinde tarihsel gelisimine gore kaynaklarin 6zeti yapilmistir. Materyal ve
yontem boliimiinde Oklid uzayi, Minkowski uzayi, genel helis, slant helis, {N,C,W} alternatif
hareketli ¢ati, Bishop ¢ati ile ilgili temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir. Bulgular
boliimiinde ise ¢aligmamizin orijinali verilmektedir. Orijinal kistmda dncelikle Oklid uzaymda
N-Bishop catisina gore slant helislerin karakterizasyonlar1 arastirildi. Daha sonra Minkowski
uzayinda timelike, asli normali ve binormali spacelike olan spacelike egrinin N-Bishop c¢atisina
gore slant helislerin karakterizasyonlar1 incelendi. Sonu¢ ve Oneriler boliimiinde tezin genel

degerlendirilmesi yapilmis olup sonraki ¢alismalara katkida bulunmak i¢in neriler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Minkowski uzay1, Oklid uzayz, slant helis, N-Bishop catis



ABSTRACT

SOME CHARACTERIZATIONS OF THE SLANT HELICES ACCORDING TO N-BISHOP
FRAME IN EUCLIDEAN AND MINKOWSKI 3-SPACE

Ayhan YILDIZ

Master Thesis

Bitlis Eren University Institute of Science and Technology
Department of Mathematics
Supervisor: Doctor Teaching Member Hatice KUSAK SAMANCI
August 2018, 93 pages

The thesis consists of five sections. The historical development of our work in the introduction
section is expressed. A summary of the sources according to the historical development in the
previous studies has been made. In the material and method section, basic definitions and
theorems related to Euclidean space, Minkowski space, general helix, slant helix, {N, C, W}
alternative moving frame, Bishop frame are mentioned. In the results section the original of our
working is given. In the original part, the characterization of slant helices according to the N-
Bishop frame in Euclidean space was investigated. Later in Minkowski space the
characterizations of the slant helix according to the N-Bishop frame of the timelike curve, the
characterizations of the slant helix according to the N-Bishop frame of the spacelike curve which
is the principal normal and binormal spacelike were examined. In the conclusion and suggestions
section, a general evaluation of the thesis was made and suggestions were given to contribute to

the next studies.

Keyword: Minkowski space, Euclidean space, slant helices, N-Bishop frame
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Tez calismamin hazirlanmasi siirecinde goriis ve Onerileriyle beni yonlendiren bilgi ve
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aileme en icten sevgi saygi ve tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin ¢ok yaygin bir bicimde kullanilan 6zel egrilerinden biri helislerdir.
Helisler, farkli bilim dallarinda ¢esitli kullanimlara ve uygulamalara sahiptir. DNA ¢ifti ve
kalojen tglii helisi, karbon nano tiipleri, helis bigimindeki merdivenler, bir agaca sarilan
sarmagik giilleri, otomobil ve makine sanayisinin en ¢ok istenen disli c¢arklari, baz1 kegilerin
boynuzlart vs. buna benzer birgok 6rnekler verilebilir. Helis, teget vektorii sabit bir dogrultuyla
sabit ag1 yapan egri olarak tanimlanir. Bu tanim 1806 yilinda Michel Ange Lancret tarafindan
yapilmis ve 1845 yilinda Barre Saint Venant tarafindan ispatlanmistir. Helisin tanimina
benzeyen, yeni bir helis tiirli olan slant helis; egrinin asli normal vektor alani sabit dogrultuyla
sabit ac1 yapan egri olarak tanimlanir. Bu tanmim ise 2004 yilinda lzumiya ve Takeuchi [3]
tarafindan ilk defa yapilmigtir. Egrinin alternatif hareketli ¢atisi {N,C,W} olup bu cat1 1995
yilinda Scofield [2] tarafindan olusturulmustur. 2016 yilinda Uzunoglu vd. [18] tarafindan
egrinin {N,C,W} alternatif hareketli gatisina farkli bir yaklasim getirmis olup C-slant helisi
tanimlamigtir. 2017 yilinda Keskin ve Yayl [20] tarafindan bir uzay egrisinin kiiresel
gostergelerini yeni bir alternatif ¢at1 olarak tanimladiklar1 N-Bishop ¢atisina gére incelemislerdir.

Bu tezde yukarida bahsedilen calismalar detayli olarak incelenmis olup 6nce Oklid
uzayinda N-Bishop catisina gore slant helislerin bazi karakterizasyonlart arastirildi. Daha sonra
Minkowski uzaymda timelike egrilerinin, asli normali ve binormali spacelike olan spacelike

egrilerinin N-Bishop catisina gore slant helislerinin bazi karakterizasyonlari incelendi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Oklid uzayinda bir egri boyunca alternatif hareketli bir gat1 olan Bishop catis1 ilk defa 1975
yilinda Bishop [1] tarafindan tanimlanmistir. 1995 yilinda Scofield [2] sabit devinim egrilerini
tanimlamig ve egrilerin alternatif hareketli ¢atist {N,C,W} olan bu yeni gatiyr olusturmustur.
Yeni 6zel bir egri olan slant helisler ilk defa 2004 yilinda Izumiya ve Takeuchi [3] tarafindan
tanmimlanmistir. Minkowski uzayinda asli normali spacelike olan spacelike egrinin Bishop ¢atisi,
timelike egrinin Bishop catisina gore slant helisleri, uzay egrisinin Bishop Darboux dénme
ekseni ve 6zel Bishop hareketi 2008 yilinda Biik¢ii ve Karacan [4,5,6] tarafindan incelenmistir.
Minkowski uzaymnda timelike egrilerin Bishop ¢atisi 2008 yilinda Karacan [7] tarafindan
olusturulmustur. U¢ boyutlu Oklid uzaymda Bishop catisina gore slant helisler Biikcii ve
Karacan [8] tarafindan 2009 yilinda incelenmistir. Minkowski uzaymda binormali spacelike olan
spacelike egrilerin Bishop ¢atis1 Biik¢li ve Karacan [9] tarafindan 2010 yilinda ele alinmustir.
Alternatif paralel ¢at1 olan Bishop gatisinin yeni bir versiyonu olarak gelistirilen type-2 Bishop
catisin1 tanmimlayarak kiiresel gostergeler i¢in yeni bir uygulama Yilmaz ve Turgut [10]
tarafindan 2010 yilinda gerceklestirilmistir. Type-2 Bishop c¢atist kullanilarak yeni kiiresel
gostergeler ve karakterizasyonlar 2010 yilinda Yilmaz vd. [11] tarafindan yapilmistir. Oklid
uzayinda type-2 Bishop catistna gore slant helisleri tanimlamis ve slant helislerin
karakterizasyonlar1 2013 yilinda Kiziltug vd. [12] tarafindan verilmistir. Minkowski uzayinda
Bishop Darboux vektoriine gore slant helisler 2013 yilinda Kocayigit vd. [13] tarafindan
incelenmistir. Minkowski uzayinda spacelike egrinin Bishop ¢atisina gore slant helislerinin
karakterizasyonlar1 2013 yilinda Biikcli ve Karacan [14] tarafindan ¢alisilmistir. Minkowski
uzaymda egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi 2014 yilinda Lopez [15] tarafindan
incelenmistir. Minkowski uzayinda type-2 Bishop ¢atisina gore spacelike egrileri 2015 yilinda
Yilmaz ve Unliitiirk [16] tarafindan irdelenmistir. Minkowski uzayinda spacelike egrilerin type-2
Bishop catisina gore kiiresel gostergeleri 2015 yilinda Yilmaz [17] tarafindan verilmistir. 2016
yilinda Uzunoglu vd. [18] tarafindan sabit devinim egrilerine ve {N,C,W} alternatif hareketli
catisina farkli bir yaklagim getirmis olup C-slant helisi tanimlanmustir. Oklid uzayinda Bishop
catisina gore uzay egrilerinin bazi karakterizasyonlar1 2016 yilinda Kocayigit vd. [19] tarafindan
irdelenmistir. Yonli egriler icin N-Bishop ¢atisina gore kiiresel gostergelerinin bir uygulamasi

2017 yilinda Keskin ve Yayli [20] tarafindan verilmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde Oklid ve Minkowski uzaymm i¢carpmminin dzelliklerine bagli olarak tanimlanan
egrilerin temel kavramlar1 verilmistir. Ozel egri gesitlerinden genel ve slant helis egrileri igin

Oklid ve Minkowski uzayindaki baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Ayrica {N,C,W} alternatif

hareketli ¢atisinin, Bishop ve Type-2 Bishop catilarinin Oklid ve Minkowski uzayindaki matris

formlar1 verilmistir.

3.1. U¢ Boyutlu Oklid Uzay1

Tammm 3.1.1. Ic; olmak iizere &:1— E® déniisiimii diferansiyellenebilir oldugunda & ya

E® de bir egri denir [27].
Tanmm 3.1.2. E" de C egrisi (I,f) ve (J,cj ) koordinat fonksiyonlari ile tanimlanmis olsun.

n=E"0l ) -1
s—>n(s)=t
ile taniml1 diferansiyellenebilir » fonksiyonuna parametre degisim fonksiyonu denir [5].
Tamm 3.1.3. &:1—>E" doniisiimii igin é(t)=(§l (1).& (1), & (1), &, (t)) egrisi verilsin.

& (t) egrinin birinci mertebeden tiirevi

(o[ 961 d& (1) d&(t)
5(0_[ dt ' dt ' dt

_1d§n (t)j

dt

olmak {izere; (f(t),f'(t)) ikilisine & egrisinin §(t) noktasindaki tanjant vektori ve (f'(t) ye

hiz vektori denir [25].

Tamm 3.1.4. £:1—E" doniisiimii i¢in  £(t) =(§l (1).& (1), & (1), &, (t)) egrisi parametrik

olarak tanimlansin. Teget vektorii ve tegetinin normu

dt

e[ 50220 980 BE0) v e

dt ' dt ' dt 7 dt

Sk




olmak tizere; &':1—; " donilisiimiinde

ol (3% «

ile taniml1 fonksiyona skaler hiz fonksiyonu denir. t =t, noktasi i¢in

, v (dE (1))
el (3 2] <
i=1
reel sayisina da skaler hiz denir [25].

Tamm 3.1.5. £:1—E" i¢in é(t)z(fl (1).& (). & (1), &, (t)) egrisi verilmis olsun. t,t, el

olmak tlizere,

e}

|

4

&' (1))t

reel sayisima & egrisinin &(t,) ve &(t,) noktalar arasindaki yay uzunlugu denir [25].

Tammm 3.1.6. £:1—>E" doniisiimii icin f(t)=(§1(t),§2(t),é’s(t),...,én(t)) egrisi verilsin.

Eger, &(t) egrisinin teget vektdriiniin normu

o4 -

ise egriye birim hizli egri, s parametresine de yay parametresi denir [25].

Tamm 3.1.7. & egrisi t, €l icin &'(t)) #0 ise & egrisine t, €1 da regiilerdir denir ve Vtel

icin bu sart saglaniyorsa & egrisine regiilerdir denir [15].
Tamim 3.1.8. ; , reel sayilar cismini gdstermek iizere,

P " 2{(,ul,,uz,...,yn)|,ui S =J,2,...,n}
esitligi ile belirli ; " kiimesinde toplama iglemi,

(£ 1o £y ) (61061000060 ) = (4 61y + ey My +6,)



esitligiyle tamamlanir. Skalerle ¢arpma islemi,
Aej ve (,ul,,uz,...,,un) e "igin l(,LLl,,uz,...,,un) 2(1;11,/1;12,...,}41“)

ile tanimlanir. Bu iglemlere gore | " kiimesi | cismi tizerinde bir vektor uzayidir.
i " vektor uzayinda,
1=t 1y 11y) Ve ¢ =(61651m06,)

olmak tzere,
(1,6) =D s
i=1

esitligiyle tanimlanan | "x; "— i¢in (u,¢)—>(u,¢) fonksiyonu ;" uzayinda bir Oklid i¢

carpimdir. Bu i¢ garpima, | " uzayinin dogal i¢ ¢arpimui denir.

edl = <t 1)

seklinde tanimlanan ||:; " — , x—|#| fonksiyonu, ; " uzaynda bir normdur. Buna gére

i " vektor uzay1, normlu vektor uzayidir.

d(u¢)=|u—g|

n

bigiminde tamimlanan d:;"x; "—; fonksiyonu, ;" uzayinda bir metriktir. Bu metrikle

birlikte ; " uzayma Oklid uzay: denir [28].

Tamm 3.1.9. E® uzayimnda birim hizli £:1 — E?® egrisi icin T (S) = (f'(s) esitligiyle belirli T (S)

vektoriine £ egrisinin & (s) noktasindaki birim teget vektori denir [25].

Tamim 3.1.10. E® uzayinda birim hizh &:1— E® egrisi icin,

T'(s)]

Kk 1—>; , K(S)Z‘

olmak iizere « fonksiyonuna & egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina ise &

egrisinin £(s) noktasindaki egriligi denir [25].



Tamm 3.1.11.  E® uzayinda birim hizli £:1 — E?® egrisi igin

Nr<s>=$f'<s)

esitligiyle belirli N (s) vektoriine, & egrisinin &(s) noktasindaki birinci dik vektor alani(asli

1
normali) denir. N vektor alanina, & egrisinin birinci dik vektor alani(asli normal vektor alani)
denir [25].

Tamim 3.1.12. E® uzayimda birim hizli &:1— E? egrisi i¢in

B(s)=T(s)xN(s)

ile tanimli é(s) vektoriine, ¢ egrisinin &£(s) noktasindaki ikinci dik vektdrii(binormali) denir.

B vektor alanina & egrisinin ikinci dik vektor alani(binormal vektor alani) denir [25].

1
Tammm 3.1.13. E® uzayinda birim hizli &:1— E® egrisinin Frenet vektor alanlari 'II' N ,I_I%

olmak tizere 7:1—; , r(s):—<é’(s),N(s)> r fonksiyonuna & egrisinin burulma

fonksiyonu denir. 7(s) sayisina ise egrinin &(s) noktasindaki burulmasi denir [25].

1
Teorem 3.1.14. E® uzayimnda birim hizh &£:1— E® egrisinin Frenet vektor alanlart T ,N,B
olmak tizere Frenet tlirev formulleri

T'=xN
r r r
N'=—«xT +7B
r r
B'=—rN

dir [28].

Teorem 3.1.15. & birim hizli olmayan bir egri ve &:1— E® egrisinin Frenet vektor alanlar: 'II' ,
I
N,

é olmak tizere,



I’
o e
&% &
r r r
N=BxT

dir [28].
&:1— E? egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 &, 7 olmak iizere,

¢
o
P (ExEnEN
&7

dir [28].

1
Teorem 3.1.16. & birim hizli olmayan bir egri, £:1— E® egrisinin Frenet vektor alanlari 'Il' N,

1
B ve bu egrinin egrilik ve burulmast «, r olsun. ||| =@ olmak iizere tiirev formulleri

- wxN

'II"

l\rl’ = a)(—/c'l[ +rl_£>)
r r
B':a)(—TN)

dir [28].

3.2. U¢ Boyutlu Minkowski Uzay1

Tanmim 3.2.1. V bir reel vektor uzayi olsun. Vm,ne; ve VX, i/,'z eV igin
(VXY >
donisimd,
i XY =0,

i, (mk+ny, 2y, =mdx B, +ney, D,



iii. (X, my+nz), =mx,y), +n(X,z),
ozelliklerine sahipse bu doniigsiime vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer formdur denir [24].

Tanmm 3.2.2. V bir reel vektor uzayi ve (,):V xV —; bir simetrik bilineer form olsun.
D)WW —

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna {,) simetrik bilineer

formunun indeksi denir [24].

Tanmm 3.2.3. | " vektor uzay1 lizerinde
n n n-1
ot "= i "=, (aby =) ab-ap,
i=1

Oklid i¢ carpimi yerine indeksi 1 olan Lorentz i¢ ¢arpimi tammmlanirsa | " uzayma Lorentz

vektdr uzayr denir ve | ! ile gosterilir. Ozel olarak n=3 i¢in bu uzay Minkowski 3-uzayi

olarak isimlendirilir ve genellikle E? ile gosterilir [24].
Tamm 3.2.4. 4, i 1 de bir vektor olmak lizere a vektriine;

i) (4,4) >0 veya a=0 ise spacelike,
ii) (&,a) <0 ise timelike,
iii) a0 olmak iizere (&,4) =0 ise lightlike veya null vektér denir.

Timelike ve null vektérlere causal vektdrler denir. & vektdriiniin tipi onun causal karakteri olarak

adlandirilir [24].

Tamm 3.2.5. X = (X, X5, %;) Ve )[/ =(¥. Y, ¥s) E:deiki vektor olsun. Lorentz vektdrel garpim,
o
XX y= (X2Y3 XY XY =X Y3 Xo Yy — X1Y2)

ile tanimlanir ve burada & =(1,0,0) &, =(0,1,0) & =(0,0,1) dir [27].



Tamm 3.2.6. £, E? de bir egri ve I da parametre araligi olsun. tel igin &'(t) hiz vektori
spacelike(veya timelike veya lightlike) vektor ise & egrisine spacelike(veya timelike veya

lightlike) denir [24].

Tanim 3.2.7.(Timelike Egri)
& egrisi bir timelike egri olsun. Bu durumda 'II"(S) =0 vektori, 'II'(S) ile lineer bagimsiz bir

spacelike vektordiir. Bir & timelike egrisinin s noktasindaki egriligi

<0 =[To),

denklemi ile hesaplanir. Timelike egrisinin N (s) birim asli normal vektorii de

Jg-TO__ &)
RSEEQI

ile bulunur. Ayrica x(s) egriligi

K (8) =<T'(s), N(s)),
esitliginden de hesaplanabilir. Egrinin é(s) binormal vektori

B(s) =T (s)x,_N(s)

vektorel ¢carpimui ile ifade edilir. é(s) vektorii bir spacelike birim vektordiir. Her s i¢in & nin
. |
Frenet ti¢ ayaklis1 diye adlandirilan {T, N, B} Ef in bir ortonormal bazidir. & egrisinin s deki

burulmasi

7(s) =(N'(s), B(s)),

i¢ ¢arpimi ile tanimlanir. Bu durum igin Frenet c¢atisinin tiirev formiillerinin matris formu

ile gosterilebilir [15].



Tamim 3.2.8.(Spacelike Egri)

& bir spacelike egri olsun. 'II"(S) nin causal karakterine bagli olarak ti¢ durum vardir:

i) 'II"(S) vektorii spacelike olsun. s noktasinda & egrisinin egriligi

1
<©=[te)],
ile tanimlanir. N (s) asli normal vektorii
r K
N(s) =)
x(S)

esitligi ile gosterilir. é(s) binormal vektorii
B(s)=T(5)x, N(s)

esitligiyle hesaplanir. Bu durumda Frenet tiirev denklemleri

771 To x oT
r r
N'|l=l-kx 0 || N
r r
B’ 0 r 0||B

matris formu ile gosterilir. £ egrinin burulmasi

7(s) =—(N'(s), B(s)),

ile hesaplanir [15].

i) T'(s) vektorii timelike olsun. & nin egriligi,

x(8) =T (). TG

ile tanimlanir. N(S) asli normal vektori,

ile hesaplanir. B(S) binormal vektorii

B(s) =T(s)x,N(s)
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olup bir spacelike vektordiir. Bu durumda Frenet tiirev formiillerinin matris formu

!

!

O 8 O
o===—1-

1
T
r
N'|=
r
B

o R O
N\ O A

ile yazilir. £ egrinin burulmast,

7(s) =(N'(s), B(s)),

ile hesaplanir [15].

iii) 'II"(S) vektorii lightlike ('II"(S) #0 ve 'II'(S) orantili degil) olsun. 'II'(S) ile lineer bagimsiz olan

N (s) asli normal vektort,

N(s) =T'(5)
esitligi ile hesaplanir. é(s) lightlike birim vektorii olsun. Bu durumda,

(N(s), B(s)), =1

esitligi yazilabilir. é(s) vektorii 'Ir(s) vektoriine ortogonaldir. IB(s) vektori & egrinin s deki

binormal vektorudur. Frenet turev denklemlerin matris formu,

T:r' 010T'r
N‘|=|l0 « 0N
r r
B'| |-1 0 —z||B

esitligi ile yazilir. z(s) fonksiyonuna & egrinin burulmasi denir [15].
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3.3. Genel Helis

Tamm 3.3.1. Cc ® egrisi (I,¢) koordinat komsulugu ile verilsin. Vsel igin &'(s) hiz

vektérii, V sabit vektorii ile sabit ag1 teskil ediyorsa C egrisine bir helis denir ve S, {\5} ya da v

vektoriine helisin ekseni denir [25].

Tamm 3.3.2. £:1— E® bir regiiler egri olsun. & egrisinin "r(s) birim vektrii ile U sabit birim

vektorii arasindaki yaptig1 ¢ sabit ag1 varsa & egrisine helis denir; yani,
.. r
Vsel igin (T (s),u)=cose
esitligi ile yazilir [25].

Teorem 3.3.1. Cc ® egrisi (I,f) koordinat komsgulugu ile verilsin. C genel helis olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Vs el icin L orant sabittir [25].
K

Teorem 3.3.2. £:1— ? egrisinin binormali EIB olmak tizere & egrisinin bir genel helis olmasi

icin gerek ve yeter sart

determinantinin saglanmasidir [25].

Teorem3.33. £=¢ (S) egrisinin bir genel helis olmasi icin gerek ve yeter sart

det[dzi d d“szo

ds? ' ds® " ds®

esitliginin saglanmasidir [25].
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3.4. Slant Helis

Tamm 34.1. £:1-°, |£(s)|=1 olacak sekilde birim hizl bir egri olsun. Eger x(s)#0

!

olacak sekilde (zj (s) sabit bir fonksiyon ise & egrisine konikal geodezik egri denir. Burada
K

k(s) ve 7(s) & egrinin sirastyla egrilik ve burulmasidir [3].

Tamim 3.4.2. | ° uzayinda birim hizli egri £:1— ®, §'(S)H=l olsun. Eger x(s)#0 olacak

sekilde & egrinin asli normal dogrulari sabit v dogrultusu ile sabit bir ag1 yapiyor ise yani;
.. 1 r
Vsel igin (N(s),v)=cose
ise & bir slant helistir [3].

Teorem 3.4.1. & egrisi K’(S) # 0 olacak sekilde birim hizli bir uzay egrisi olsun. Bu durumda
& egrisi bir slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart & egrisinin asli normal gésteriminin

kiiresel geodezik egriligi olan

fonksiyonun sabit olmasidir [3].
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3.5. {N,C,W} Alternatif Hareketli Cati ile flgili Temel Kavramlar

I 1 1 I I
Tamim 3.5.1. E’de & egrisi boyunca alternatif hareketli ¢ati {N,C, NAC :W} ile ifade edilir.

Sirasiyla birim asal normal vektor, asal birim normal vektoriin tiirevi ve Darboux vektorii

' Iil' r T-|I-+KIB

N, C= ve W=—+
N’ VK +7°

esitlikleri ile tanimlansin. Alternatif hareketli ¢atinin tiirev denklemleri

I I
N’ 0 f(s) 1 |IN
r r
Cr: =|—f(s) 0 a(s) (% ,
W’ 0 —g(s) O |w

matris formu ile yazilir. £ egrisinin alternatif hareketli ¢atiya gore egrilikleri

H=£, 0=H—=Sbt olmak lizere f =x+1+H? ve g=of

3
K x(1+H? )5
esitlikleri ile hesaplanir [18].

Tamm 3.5.2.(C-Slant Helis) E°de birim hizli egri £:1c; — E® ve alternatif hareketli cati

| I | I [
{N,C, NAC :W} olsun. & egrisi C-Slant helis olmast i¢in gerek ve yeter sart

<('3,15>=003¢ , ¢=sbt¢%

esitliginin saglanmasidir [18].
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3.6. Bishop Catilar:

Tamm 3.6.1. (Oklid Uzayinda Bishop Catis1) Bishop [1] tarafindan 1975 yilinda olusturulan
Bishop ¢atis1 paralel bir alternatif gatidir. Bu ¢at1 egrinin ikinci tiirevi olmadigi durumlarda bile

iyi bir sekilde tanimlanabilir. Bishop catis1 egrinin hareketli bir ortonormal c¢atisinin sadece

I 1 I
tegetine paralel olarak egri boyunca taginmasini saglar. {T,Nl,NZ} Bishop c¢atisinin tiirev

denklemleri

!
Ny 3.1)
N

Z=2Z=—1-

N~ B o<
|
~
N

matris formu ile ifade edilir. Burada k; ve k, Bishop egrilikleridir [1].

Frenet ¢atis1 ile Bishop ¢atis1 arasindaki baginti

T; 1 0 0 I
l\rl =/0 coseg sing I}l1
B N

0 -sing cosg || N,

matrisi ile verilir. Burada

ofs) -] c(s)=0) v a(s)- T

1
esitliklerinin saglandig: goriilmektedir. Ayrica Bishop egrilikleri
k,(s)=xcosp(s) ve k,(s)=xsing(s)
esitlikleri ile hesaplanir [1].

Tammm 3.6.2. £:1— E® regiiler bir egri olsun. Vsel igin Nl(s) birim vektdrii V sabit birim
vektorii ile ¢ sabit ag1 yapiyorsa; yani, (l{ll(s),\'b =cosg esitligi varsa & egrisine slant helis

denir [8].
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Teorem 3.6.1. &:1— E® sifirdan farkli k, ve k, egriliklere sahip birim hizli egri olsun. & egrisi

slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vsel igin % orani sabittir [8].

2

Teorem 3.6.2. &:1— E°® sifirdan farkli k, ve k, egriliklere sahip birim hizli egri olsun. & egrisi

slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I I I
det(N;, N/, NJ) =0
esitliginin saglanmasidir [8].

Teorem 3.6.3. &:1—E° sifirdan farkli k, ve k, egriliklere sahip birim hizli egri olsun. &

egrisi slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart
I I I
det(N;,NJ,N7)=0
determinantin saglanmasidir [8].

Teorem 3.6.4 ¢, bir Rieman manifoldu iizerinde alinan birim hizli bir egri olsun. Bir egrinin
slant helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

1 | 1 k
DT(DTDTNl):_ADTN1_3k1,DTT ! A:Kz_k_l1 k12+k22 =«

1
esitliklerini saglar [8].

Tanmim 3.6.3.(Timelike Egrinin Bishop Catis1) Ug boyutlu Minkowski uzayinda alinan bir

[ | I
E:1—>E’ timelike egrisinin ortonormal Bishop gatist {T, N,, Nz} olsun. Bu durumda egrinin T

I I
tegeti timelike, N, ve N, vektorleri de spacelike vektorlerdir. Timelike egrinin Bishop ¢atisinin

tirev denklemlerinin matris formu

T'r' 0 k K, I
N =k 0 0l 3.2)
N, [k, 0 OfN,



ve Serret-Frenet catisi ile Bishop catis1 arasindaki gecis matrisi

10 o1
=0 cosep sing I}l1
0 —sing cose || N

WO==Z=—1-

2
ile verilir [7].
Tamim 3.6.4. (Spacelike Egrinin Bishop Catisi):

i) Ug boyutlu Minkowski uzayinda alinan bir &:1—E; binormali spacelike olan spacelike

LI [ 1 1
egrisinin ortonormal Bishop catisi {T, N, N2} olsun. Bu durumda egrinin N, timelike, T ve N,

spacelike vektorlerdir. Binormali spacelike olan spacelike egrisinin Bishop catisinin tiirev

denklemlerin matris formu

T [0 k kT
N [=|k 0 0[N, (33)
Ny | Lk, O 0N,

ve Serret-Frenet catisi ile Bishop ¢atis1 arasindaki geg¢is matrisi formu

1 0 o 1
={0 coshg sinhe I}I1
0 sinhg coshe || N

O===—1-

2
ile verilir [9].

ii) Uc boyutlu Minkowski uzaymnda alnan bir &:1—E> asli normalli spacelike olan spacelike

(| I 1
egrisinin ortonormal Bishop ¢atis1 {T, N,, N2} olsun. Bu durumda egrinin T ve N, vektorleri

I
spacelike, N, vektorii timelike vektorlerdir. Asli normalli spacelike olan spacelike egrisinin

Bishop catisinin tiirev denklemlerinin matris formu
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1 |

TI[0 kT
l\rll = _kl 0 |\r|1
Né —k2 0 0 N2

ve Serret-Frenet ¢atisi ile Bishop catis1 arasindaki gegis matris formu

1 0 0 I
={0 coshg sinhe l}l1
0 sinhg coshe || N

Ww===—1-

2

ile verilir [4].

(3.4)

Tanim 3.6.5. (Oklid Uzayinda Type-2 Bishop Catis1) Yilmaz ve Turgut [10] tarafindan 2010

yilinda gelistirilen type-2 Bishop catis1 yeni bir alternatif paralel ¢ati olarak tanimlanmistir.

Type-2 Bishop catis1 Oklid uzayinda bir egrinin ortonormal gatisinin sadece binormal vektdriine

paralel olarak bir egri boyunca tasinmasini ifade eder. Bu ¢at1 egrinin ikinci tiirevi olmadigi

durumlarda alternatif olarak kullanilabilir. & egrisi E® de birim hizl regiiler bir egri olsun. &

egrisinin type-2 Bishop ¢atis1 {Nl, N,, B} olup tiirev denklemlerin

matris formudur. Burada k; ve k, type-2 Bishop ¢atisinin egrilikleridir [18].

Frenet ¢atisi ile type-2 Bishop catis1 arasindaki gecis matris formu

'fr sinp —cosep 0 I$I1
l\rl =/c0sep sSing O er
B 0 0 1| B

ile yazilir. Type-2 Bishop c¢atisinin egrilikleri

k,(s)=-rcosd(s) ve k,(s)=—zsin6d(s)

esitlikleri ile hesaplanir. Bu egriliklerden faydalanarak

18
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esitlikleri yazilabilir [10].

I I
Tamm 3.6.6. £:1— E® regiiler bir egri olsun. {va N,, B} type-2 Bishop catis1 olmak iizere

Vsel igin N,(s) birim vektorii V sabit birim vektorii ile ¢ sabit ac1 yapiyorsa; yani, VSel

igin (Nz (s),\g) =cos ¢ ifadesi saglanirsa & egrisine slant helis denir [10].

Teorem 3.6.5. E® de &= f(s) birim hizli bir egri olsun. & egrisi slant helis olmasi i¢in gerek

1 1 1
ve yeter sart det(B', B, B"’) =0 esitliginin saglanmasidir [12].

Teorem 3.6.6. &, bir Oklid manifoldu iizerinde alian birim hizli egri olsun. & egrisi slant helis

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r r " I
D, (D;D;N,) =D, N, [%—kf —kfj—Skl’DTB

1
denkleminin saglanmasidir [12].

Tamm 3.6.7. (Oklid Uzayinda N-Bishop Catis1) N-Bishop catis1 Oklid uzayinda bir & egrinin
I I I
ortonormal {N,C,W} alternatif catisinin sadece normal vektoriine paralel olarak bir & egri

boyunca taginmasini ifade eder. Bu ¢at1 £ egrisinin ikinci tlirevi olmadigi durumlarda alternatif

olarak kullanilabilir. & egrisi E* de birim hizli regiiler bir egri olsun. & egrinin N-Bishop catis

I I I
{N N, Nz} olup tiirev denklemlerin

|{r|' 0 k kK |>|
N/ [=| k0 o, (3.6)
N[ |k, 0 0N,



I I I
matris formudur. & egrinin ortonormal {N,C,W} alternatif catisinin normal vektoriine paralel

I I I 1 I
keyfi bir ¢ ac1 ile dondiirerek N-Bishop catisi {N, N,, Nz} bulunur. Buradaki ¢ agist N; ve C

I I I
vektorleri arasindaki bir agidir. Alternatif cati {N,C,W} ile N-Bishop catisi {N,Nl, 2}

arasindaki doniistim

l r
l\rl 0 0 1[N
Cr: =| cosep sing O I\Ir2
W —sing cose Of N

matris formu ile hesaplanir. Burada
k, = _[cosw(s)ds ve k= Isin o(s)ds

1 1
N-Bishop catinin egrilikleridir. N, ve C vektorleri arasindaki ¢ agist

o(5) [ g(0)at-arn|

1
esitligi ile bulunur [20].

Teorem 3.6.7. §=§(S) egrisi regiiler bir egri ve bu egrinin N-Bishop egrilikleri kl(s) ve

k,(s) olsun. Eger & egrisi slant helis ise

o(5)= ﬂ (5) = sbt.

esitligi saglanir [20].

Sonug¢ 3.6.1 O'(S) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart i—z oraninin sabit olmasidir [20].

1
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Sonug 3.6.2 £ =£(s) egrisi regiiler bir egri ve bu egrinin N-Bishop egrilikleri k, (s) ve k,(s)

olsun. & egrisi bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart % sabit olmasidir [20].
1

Sonu¢ 3.6.3 £=£(s) egrisi bir regiiler egri olsun. Bu egrinin Frenet cati egrilikleri

{x(s),7(s)} ve N-Bishop egrilikleri {k,(s),k,(s)} olsun. % = sht olmas: igin gerek ve yeter

1

sart — sabittir [20].
K

Sonug 3.6.4 &£ =£(s) bir regiiler egri ve bu egrinin N-Bishop egrilikleri {kl(s),k2 (S)} olsun.

go(s) =sbt olmasi igin gerek ve yeter sart £ = f(s) egrisi helistir [20].

Tamm 3.6.8. (Timelike Egrinin N-Bishop Catis1) &, E® de birim hizli regiiler bir timelike egri

I 1 1 1 1 1
olsun. & timelike egri oldugundan egrinin Frenet catisi {T,N,B} T timelike, N ve B

1
spacelike vektorlerdir. Bu durumda N-Bishop catisinin {N, N,, NZ} vektorleri N ve N,

I
spacelike, N, timelike vektorlerdir. N-Bishop catist Minkowski uzayinda bir & timelike
I 1 I
egrisinin ortonormal {N , C,W} alternatif catisinin sadece normal vektoriine paralel olarak bir &
timelike egri boyunca taginmasini ifade eder. Bu cat1 & timelike egrisinin ikinci tiirevi olmadigt
I

I I
durumlarda alternatif olarak kullanilabilir. £ timelike egrisinin N-Bishop catist {N, N,, Nz} olup

tirev denklemlerin

N

|{r|' 0 Kk -k
N [=/k 0 0 |IN, 3.7)
N:| [k, 0 0[N,

(N;ND =1, (NN =-1, (N, N, =1

I 1 I
matris formudur. & timelike egrisinin ortonormal {N,C,W} alternatif ¢atisinin normal

I I I
vektoriine paralel keyfi bir ¢ ac1 ile dondiirerek N-Bishop catisi {N, N,, Nz} bulunur. Buradaki
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| | I I I
@ acist N, ve C vektorleri arasindaki bir agidir. Alternatif catt {N,C,W} ile N-Bishop cat1

1
{N, N,, NZ} arasindaki dontisiim

r

0 0 1 l}l
=|coshg sinhgp O I\Ir
sinhgp cosheg Of N

iy

N

==0==-

matris formu ile hesaplanir. ¥ ve 7 Frenet cati egrilikleri ile k ve Kk, N-Bishop c¢atinin

egrilikleri arasindaki iligkiyi veren

N | L

1 |
esitliktir. N, ve C vektorleri arasindaki ¢ agisi

ofs)= . (-a(t)ee—-tan{

So

esitligi ile hesaplanir [21].
Tamim 3.6.9.(Spacelike Egrinin N-Bishop Catisi)

1) Minkowski Uzayinda Asli Normali Spacelike olan Spacelike Egrinin N-Bishop Catisi:

&, E} de birim hizli regiiler bir spacelike egri olsun. & spacelike egri oldugundan egrinin

I I I 1 1 1
Frenet catisi {T,N,B} B timelike, N ve T spacelike vektorlerdir. Bu durumda N-Bishop

(I I ! 1 1
catisinin {N, N,, NZ} vektorleri N ve N, spacelike, N, timelike vektorlerdir. N-Bishop ¢atist

1
Minkowski uzayida bir £ spacelike egrisinin ortonormal {N,C,W} alternatif catisinin sadece

normal vektoriine paralel olarak bir £ spacelike egri boyunca taginmasini ifade eder. Bu ¢at1 &

spacelike egrisinin ikinci tiirevi olmadigi durumlarda alternatif olarak kullanilabilir. & spacelike

1 I
egrisinin N-Bishop catisi {N, N,, NZ} olup tiirev denklemlerin
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NT [0k k][N
'}II = _kl 0 0 l\rll (3.8)
N | [k, O N,

(NN, =1, (NN, =1, (N,,N,) =1

I I I
matris formudur. & spacelike egrisinin ortonormal {N,C,W} alternatif catisinin normal
I I I
vektoriine paralel keyfi bir ¢ ag1 ile dondiirerek N-Bishop catisi {N, N,, Nz} bulunur. Buradaki
| I I I I
@ acist N, ve C vektorleri arasindaki bir agidir. Alternatif gatt {N,C,W} ile N-Bishop cat1

S
{N, N,, NZ} arasindaki doniisiim

I r
l\rl 0 0 1[N,
Cr =|coshg sinhgp O er
w sinhp coshe O} N

matris formu ile hesaplanir. ¥ ve z Frenet cati egrilikleri ile k,ve k, N-Bishop ¢atinin

egrilikleri arasindaki iliskiyi veren

f =\ =7 =\l =K

1 |
esitliktir. N, ve C vektorleri arasindaki ¢ agisi

o(s)= . (-a(0)er—-tam {4

esitligi ile hesaplanir [23].

i) Minkowski Uzayinda Binormali Spacelike olan Spacelike Egrinin N-Bishop Catist:

&, E} de birim hizli regiiler bir spacelike egri olsun. & spacelike egri oldugundan egrinin

I | 1 1 1
Frenet catisi {T,N,B} N timelike, B ve T spacelike vektorlerdir. Bu durumda N-Bishop

I I I | 1 1
catisinin {N,Nl,Nz} vektorleri N, ve N, spacelike, N timelike vektorlerdir. N-Bishop ¢atisi
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1
Minkowski uzayinda bir £ spacelike egrisinin ortonormal {N,C,W} alternatif ¢atisinin sadece

normal vektoriine paralel olarak bir £ spacelike egri boyunca taginmasini ifade eder. Bu ¢at1 &£

spacelike egrisinin ikinci tiirevi olmadig1 durumlarda alternatif olarak kullanilabilir. & spacelike

I I I
egrisinin N-Bishop c¢atis1 {N, N,, NZ} olup tiirev denklemlerin

|
N

NT [0k kT
’}'f =k, 0 0 l}'l (3.9)
N:| [k, 0 OJfN,

(N,NY, =—=1, (N;,N)), =1, (N,,N,), =1

I 1 I
matris formudur. & spacelike egrisinin ortonormal {N,C,W} alternatif catisinin normal

1 I
vektdriine paralel keyfi bir ¢ a1 ile dondiirerek N-Bishop ¢atisi {N, N,, NZ} bulunur. Buradaki

1 1 1
¢ acist N, ve C vektorleri arasindaki bir agidir. Alternatif gati {N,C,W} ile N-Bishop cat1

1
{ N, N,, NZ} arasindaki dontisiim

I r
l\rl 0 0 1IN,
(% =|cosp —sing 0 I\Ir2
W sinp cose Of N

matris formu ile hesaplanir. ¥ ve z Frenet cati egrilikleri ile k,ve k, N-Bishop ¢atinin

egrilikleri arasindaki iliskiyi veren

f =\l =] =i+

1 1
esitliktir. N, ve C vektorlerin arasindaki ¢ agisi

o(s)=[ (-9 (1))t t(t_J

S
0 1

esitligi ile hesaplanir [22].
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4. BULGULAR

4.1. Oklid Uzayida N-Bishop Catisina Gére Slant Helislerin Baz1 Karakterizasyonlari

Tamm 4.1.1. £:1 — E® Oklid uzayinda birim hizl1 bir egri olsun. & egrisinin N-Bishop ¢atisina

1
gore slant helis olmasi i¢in N, birim vektori ile U sabit dogrultu vektorii arasindaki aginin sabit

olmas1 gerekir; yani,
Vsel igin <I{I1(s),\5> =C0S @
kosulunu saglayan & egrisine slant helis denir.

Teorem 4.1.1. £:1— E® sifirdan farkli k, ve k, N-Bishop cat1 egriliklerine sahip birim hizli

egridir. £ egrisi slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vs el igin % = sht esitligini saglar.

2

. L )
Ispat. (=): &, E® de slant helis olsun. Slant helis tanimindan {N N, NZ} N-bishop catisina
gore (l{ll,\r/> =C0S ¢ (sabit), ¢ sabit a¢1 olmak iizere yazilabilir. (I\Ill,\g) =C0S¢ esitliginde tlirev

alinirsa <I{ll',\5> =0 olup (3.6) denklemlerinden
(—kﬂil,\% =0 olur buradan (I{l,\5> =0
yazilir. Buldugumuz esitlikte tekrar tiirev alinirsa; yani, (N , \5) =0 ifadesinin tiirevi
(N' V) =0
bulunur. (3.6) denklemlerinden
| I r
(k,N, +k,N,,v)=0

esiti bulunur. Bu esitlikten
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k(N VY + k(N V) =0
k,(cos @) +K,(sing) =0

—L =—tan ¢ (sht)

elde edilir. (I{I,\5>=0 esitliginden Ves {Nl, 2} olup burada

V = (cosp)N, + (sin )N, (4.1)
esitligi yazilabilir. Bu esitlikte tiirev alinirsa

V= (cos go)l\rll' +(sin gp)l\rIZ'
— (c0s p)(—kN) + (sin @)k, N)
=—[k,(cos ) +k,(sing)] N =0

tiirevi sifir olan bir ifade bulunur ve V sabit olur. Boylece ispatin bir yonii ispatlanmis olur.

(&): %:Sbt oldugunu kabul edelim. O halde %:/1 ve A sabit sayisina karsilik gelen
2 2

A=—tang esitligi aliabilir. Bu esitlikten,

k1

——tan(p

k,(cos @) + Kk, (sin (p) 0
denklemi bulunur. (4.1) esitliginde tiirev alinirsa
= (COSgo)N + (sm gp)N’

—(COS(p)( kN)+(smgo)( k N)
=—[k,(cos @) +k, (sinp)] N :0

tiirevi sifir olan bir ifade bulunur ve V sabit olur. Simdi (l{ll,\;) ifadesinin sabit oldugunu

gosterelim.
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<N1,5>=<N1,<cosgo)h';1+(sin<o>h'|2; r
= (cosp)(N,,N,) + (sin@)(N,,N,)

r r r r

= (c050) ly i)+ Gin ) Gy )

= C0S ¢ (sht)

denklemi ile & egrisinin slant helis oldugu goriilmektedir, boylece teorem ispati tamamlanmis

olur.

Teorem 4.1.2. o :1— E® sifirdan farkli k, ve k, N-Bishop ¢at1 egriliklerine sahip birim hizl

I I I
egridir.  egrisi slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart det( N/, N/, Nl”) =0 esitligi saglanir.

Ispat. (=): « slant helis olsun. Bu durumda ::—1 sabittir. (3.6) denklemlerinden l{ll’z—kll{l
2

denkleminin tiirevi alinip (3.6) denklemleri yerine yazilirsa

N/"= k!N —k N’
r r r
=—kN —k; (k,N; +k,N,)
r r r
= k!N —k 2N, —kk,N,

esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar tiirev alinip (3.6) denklemlerinden faydalanarak gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

[ [ [ [ [ [ [ [
N;"= —2k k!N, — kN, —k,"N —k!N’—kk,N, —k:k N, —k k,N!
r r I , r r . r , r r
= _2k1k1'N1 - k12 (_klN) - kl N - kl(klNl + kzNz) - k1k2N2 - k2k1N2 - k1k2 (_kzN)
r r r
= (k’ =k, Tk IN +(=3k k)N, +(—2k k, =k, 'k, )N,

I I I
ifadesi bulunur. Simdi buldugumuz denklemleri det(Nl', N/, Nl”)) determinant ifadesinde sirasiyla

yerlerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilir; yani,
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K, 0 0
r ' r " r ” 4 2
det (N, N/, NJ) = —k, —k, —kk,
kG -k +kk? —3kk —2k'k, —k'k,
— K [Zkf Kk, +k, K — 3k12k2k1’J
— k| ek~ |

—k [kzkl' - klkz'}
k !
el

esitligi bulunur.  slant helis oldugundan % sabittir. O halde {kﬁ} =0 dir. Buradan

2 2
det(Ny, Ny, N;) =0

determinanti bulunur.

I I I
(<): det(N;,N/,N;)=0 oldugunu kabul edelim.

r r r !/ !/ !
det(Nl', N,, Nl”)=k13k22 {%} =0 ve buradan kK, [%} =0 olup [%} =0, k,#0,k =0

2 2 2

burada tiirevi sifir olan L sabittir. O halde « bir slant helistir. Ispat tamamlanir.
2

Teorem 4.1.3. «:1—E® sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop cat1 egriliklere sahip birim hizli

I I I
egridir. « egrisi slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart det( N;, NJ, N;”) =0 esitligi saglanir.

Ispat. (=): « slant helis olsun. Bu durumda LY sabittir diyebiliriz. (3.6) denklemlerinden
2

1 ]
N, =—k,N denkleminin tiirevini alirsak

r
N;'=—k,
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denklemi bulunur. Bu esitlikte (3.6) denklemleri yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

ifadesi bulunur. Bu ifadede tekrar tirev alinip (3.6) denklemleri yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

[ [ [ [ [ [ [ [
Ny = —k,'k,N, —kk,'N, —k k,N! —k,"N —k,'N"—2k,k,'N, —k,°N,’
r r r r r r r r
= _kl,kZ N1 - klkzl Nl - klkz (_klN ) - k2” N — kzl (klNl + kzNz) - 2k2k2’N2 - kz2 (_kzN )

r r r
= (kz3 h k2” + kzklz) N+ (_2k1k2’ F k2k1,) N1 + (_3k2k2,) Nz

I I I
esitligi bulunur. Simdi det(Né, N, N;") ifadesini hesaplamak i¢in buldugumuz esitlikleri

determinant ifadesinde yerine yazilarak gerekli hesaplamalar yapilir; yani,

-k, 0 0
r ' v " ¢ m ' 2
det(N;, N;,NJ)= K, —kk, K,
K-k, +kk? —2kk, —kk -3k,
=k, (3k1k22k£ - 2k1k22k£ - k23k1')
=k, (k23k1’ - klkzzké)
= kzs(kzkll - klké)

determinantin sonucu bulunur. « slant helis oldugundan % sabittir. O halde {ﬁ} =0 dir.
2 2
Buradan,
| I I
det(N;,N;, N} =0
elde edilir.

I I I
(<): det(N;,N;,N;)=0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
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esitliginden

elde edilir ki buradan [%} =0 oldugu goriilir ve % sabit olur. O halde « bir slant helistir.
2

2

Ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.4. o:1—E® sifirdan farkli k, ve k, N-Bishop ¢at1 egriliklerine sahip birim hizli

I I I
egridir.  egrisi slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart det( N',N" N ”') =0 esitligini saglar.

Ispat. (=):a slant helis olsun. Bu durumda % sabittir diyebiliriz. (3.6) denklemlerinden
2

N’ = klN1+k2N2 denkleminde tiirev aldiktan sonra (3.6) denklemleri yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

N’ =k,N, +K,N,
r , I r, , I r,
N"=k N, +kN, +k, N, +k,N,
r r r r
=k,/N, +k (~k,N)+k,'N, +k,(—k,N)
r r r
= (—k> =k, )N +k/N, +k,'N,

esitligi elde edilir. Bu esitlikte tekrar tiirev alinarak (3.6) denklemlerini yerini yazip gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

I I I [ I I I
N = (=2kk, — 2Kk, IN +(—k 2 =k, IN"+k"N, +k'N, +k,"N, +k,'N,’
r r r r r r r
= (_2k1k1' - 2k2kz,) N+ (_klz - kZZ)(klNl + kzNz) + k1” Nl + k1’ (_klN )+ kz”Nz + kz! (_kzN)
r r r
= (_3k1k1, - 3k2k2’) N+ (kln - k13 - k1k22) N, + (kzn - k12k2 - kzs) N,
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[ [ [
esitligi elde edilir. Simdi det(N',N",N'”) ifadesini hesaplamak i¢in determinant esitliginde

buldugumuz esitlikleri yerine yazip gerekli hesaplamalar diizenlemeler yapilir; yani,

0 K, Kk,
d I\rl’l\rl”l\rl"' = —k,> -k, k,/ k,
et( I\ ) = ( 1 2 ) 1 2
(_3k1k1, - 3k2k2’) (kjL” - kls - klkzz) (kz” - k12 kz - kzs)
=—k [(—kl2 - kzz)(kz” - klzk2 - k23) + 3k1k1k2' + 3k2k2'2}

Tk, [(—kf K2k, k2 —kok,?) + 3k k2 3k2k;kl'}

_ (3klk22kl' 3K, )(E—lJ (k2 +k,? )[k2 k' — klkz"}

2

!

=(3k1k22k1’+3k23k2’)(kﬁJ K%} +1] [kﬁ] K, + 2k, %K, [%j 4.2)

determinantin esiti bulunur. « slant helis oldugundan Il:—l sabittir. Buradan {%} =0 olup
2 2

I I I
(4.2) esitliginden det( N’ N"'N ”’) =0 olur ki ispatin bir yonii tamamlanir.
I I I ’
(<) det(N',N", N) =0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.2) esitliginden {%} =0 olur
2

ve buradan Ik(—l sabittir. O halde « slant helis olup ispat tamamlanir.
2

Ug boyutlu Oklid uzayinda alinan bir o egrisi slant helis olsun. O zaman N-Bishop ¢atismin

a'(s)=T vektdriine gore kovaryant tiirevi

PN = kN, + N,
D,N, = kN (43)
r r
D, N, = —k,N

esitlikleriyle yazilir. Herhangi bir s €1 igin, Nl(s) ve NZ(S) vektor alanlar olup k; ve k,

egrilikleri s parametreli fonksiyonlardir.
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Teorem 4.1.5. Ug boyutlu Oklid uzayinda alman birim hizli bir o egrisinin bir slant helis

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r r kl” ) ) , r
Dy (D;D;Ny) =Dy Ny - - =k} =k |~3KD; N (4.4)

1
esitligini saglar.

Ispat. (=): Farz edelim ki « slant helis olsun. (4.4) esitligini ispalamak i¢in oncelikle (4.3)

denklemlerinden D, I{l1 =—k1N denkleminin kovaryant tiirevini alip (4.3) esitliklerini tiirevde

yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

D; (DrN,) = D; (-k;,N)
r r
=—k,'N —k,D;N
T r r
=—k N =k (k,N, +k,N,)

, r r
=—k,'N —k*N, —kk,N, (4.5)

esitligi bulunur. (4.5) esitligin kovaryant tiirevini aldiktan sonra (4.3) esitliklerini yerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

r , I r r
D; (D;D;N,) = Dr (=k; N - k12N1 —kik;N,)
r r r r r r
=—k,"N —k,'D;N -2k kN, —k*D; N, — (k, k, + k k, )N, —k k,D; N,

14 r ! r ’ r ’ ’ r r r
:_k1 N _kl DTN _2k1k1 N1_(k1 kz +k1k2 )Nz _k1kz(_k2N)_k12DTN1 (4-6)

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan L% = sbt yazilir. Bu esitligin tiirevini alirsak

elde edilir. Bu esitlikte boliim tiirevini hesaplayip gerekli diizenlemeler yapilarak
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k1’k2 — klké _

0
k;
kik, —kk} =0
Kk, = kK, 4.7)

ifadesi bulunur. Ayrica (4.3) esitliklerinden faydalanarak

1
N = M D; N, (4.8)
1
esitligi yazilabilir. Simdi ise (4.7) ve (4.8) ifadelerini kullanarak (4.6) esitliginde yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

r . r ’ r ’ r r r
DT(DT DT Nl) :_kl N +k1k22N _kl DTN _Zkl &1'}‘_12‘5‘2 2 _klZDT N1
DrN
" r r , r
= (—k," +k k)N —k D, N, —3k,D; N

r r r
= (_k1” + klkzz)(_k1 D; Nl) - k12 DrN, - 3k1' DrN

1

r 4 r
=DMN%_@—W}6MQN

1

(4.4) esitligi elde edilir ve ispatin bir yonii tamamlanir.

(<): Tersine, (4.4) esitliginin dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda o nim slant helis

oldugunu gostermeye calisalim. Bunun i¢in (4.8) esitligin kovaryant tiirevini alirsak

r -1 r
D,N=D,| —=D.N,
K,
k’ r 1 r
= 15D\, =~ DD N,
1 1

bulunur. Bu esitlikte tekrar kovaryant tlirev alarak gerekli diizenlemeler yapilir; yani,
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r 1 r
DN, —-~D; DN,

1

D,D,N = D(k;
kl

/, r ! r !
K DNl+k1DDN+k2
k1 k? k;

1DDN

(4.9)

1 r
. DDDiN,

1

esitligi elde edilir. (4.9) esitliginde (4.4) esitligini yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilarak

r r’ r ' r ' " r
D, DN = k—; DTN1+k§DDN+k2DDN L DN K —k2—k? |-3k/D;N
K K k; Kk, K,
’ ! r ’ r ’ " 2 ’
= k2 DN1+k DTDTN1+k1DDN +DN L —2 4k 3k1DN
k; k2 k2 Kk k,
r’ " 2 r ’ r '
:(k—;]—k—z %k, DN, + 2k1DDN 3leN
K2) Kk k. Kk,

denklemi elde edilir.

diizenlemeler yapilir; yani,

r i " 2 ’
DTDTN=(k—12 KLk DN+2k(kN kN
K2) k¥ k k2
’ " 2 r r
= (k—lz —k—2+k— +k, DN, - 20" 2k/N, —
kK kK k %

k/k

Bu denklemde (4.5) ve (4.3) esitlikleri yerine yazilir ve gerekli

r’ " 2 r
= k—§—k—12+k+k DN+kN+ 2N—
kl 1 1 kl

esitligi elde edilir ve diger yandan D, D; N

denklemin kovaryant tiirevini alarak hesaplanir; yani,

I I I
D,D;N =D (KN, +k,N,)

ry 3k’
—kk,N, | +=L D, N
12 2) kl
2kkN 3k(kN+kN)
1 1
2(k!
(kz) (4.10)

ifadesini hesaplamak i¢in (4.3) denklemlerinde ilgili

r r r r
=k/N, +k,D; N, +k;N, +k,D; N,

—Kk/N, +k,D, N, + KN, k2N
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kovaryant tiirev denklemi bulunur. Simdi ise (4.10) ve (4.11) denklemlerini esitleyerek

kik,

1

=k,

denklemi yazilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

ki _k

kK,

koky =kk;
K,k —kk, =0

sonucu elde edilir. Burada tirevi sifir olan —X oran sabittir, buradan « bir slant helistir.
2

Teorem 4.1.6. Birim hizli bir & egrisinin bir slant helis olmast i¢in gerek ve yeter sart

r r(k” r
D, (D, D;N,) = DTNZ[%—kZZ—kfj—%;DTN (4.12)

2
denklemini saglar.

Ispat. Kabul edelim ki « bir slant helistir. (4.12) denklemini ispatlamak igin (4.3)

I 1
denklemlerinden D;N, =—k,N denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa

D; (D;N,) =Dy (-k,N)
r r
=—k, N —k,D,N

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.3) denklemlerini yerine yazarak

r r r r
D, D; N, =—k, N =k, (k,N, +k,N,)
r r r
=—k,'N —kk,N, —kZN,

ifadesi elde edillir. Bu esitlikte tekrar kovaryant tiirev alinip (4.3) denklemleri yerine yazilirsa
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i
D, (D, D, N,) = D(kN klkN ~kiN,)

r r r

— KON KD, N — 2k, kN, — k2D, N, — (K, + k)N, — ik, D, N,

= k!N — kgD, N - 2k,KIN, — (kik, + kKON, ki, (-kN)~KD, N, (4.13)

esitligi bulunur.« slant helis oldugundan %zsbt yazilir ve buradan (4.7) esitligi (4.13)

2

denkleminde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

r LT r ., r LT r r
D; (D;D;N,) =—k,'N +k12k2N —k; D;N _ZkZ(El'ﬂli_ lﬁg@z)_kzzDTNz

D;N
= (k! + k%,)N —k2D, N, —3kD, N (4.14)
esitligi bulunur ve diger taraftan (4.3) denklemlerinden
1
N=1"D:N, (4.15)
2

esitligi yazilabilir. (4.15) esitligini (4.14) denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

r " 2 -1 r 2 r ' r
DT (DT DT Nz) = (_kz + kl kz)(k_ DT Nz) - kz DT Nz _3k2DT N

2

r " r
= DTNZ(‘%—kZ2 —k2)—3k,D, N

2

(4.12) esitligi elde edilmis olup ispatin bir yonii ispatlanmis olur. Tersine, (4.12) esitligini dogru

kabul edip « egrisinin slant helis oldugunu bezer sekilde gosterilir.

Teorem 4.1.7. Ug boyutlu Oklid uzayinda alman birim hizli bir « egrisinin bir slant helis

olmasi icin gerek ve yeter sart
_ k", . r r
I. D; (D, D; N) D;N E_k +3k,D; N, +3k,D; N, (4.16)

r " r r
il. D; (D, Dy N) DTN[kk——k2 k 2}+3k1’DTN1+3k;DTN2 (4.17)

2
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- r r k” k" 2 2 r r
i, Dr(DDN)=DN| Ji ol —k! -k, | +3KD N, + 3D, (4.18)
1 2

I, i, il durumlarindan birini saglar.

Ispat. Kabul edelim ki « bir slant helistir. (4.16), (4.17) ve (4.18) esitliklerini gostermek icin
(4.3) denklemlerinden DTN = k1Nl+k2N2 denkleminin kovaryant tiirevi alinip gerekli

diizenlemeler yapilarak
D(DN) D(kN +kN)
_klN +kDN+kN +kDN
=—k/ N k? N+kN +k, N

denklemi bulunur. Bu esitligin tekrar kovaryant tiirevi alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

D, (D, D, N) =D, (k?N —k2N +k/N, +k;N,)
r r r r r r r r
= 2k k'N —k?D, N - 2k, k!N —k2D, N + kN, + k'D, N, + kN, +K,D, N,

esitligi elde edilir. Bu esitlige (4.3) denklemlerini tatbik edip gerekli diizenlemeler yapilirsa

D, (D, D, N) = 2k'D, N, +2kD, N, —k2D, N —k?D, N +k'N, + kN, +k'D, N, + kD, N,

= 3k'D, N, +3k.D, N, — D, N (k2 +k2) + k'N, + k!N, (4.19)

esitligi elde edilir. Simdi ise kl”l{l1 + k2"|<l2 ifadenin 6zdesliklerini bulmaya ¢alisalim. Bunun igin

o egrisi slant helis oldugundan L% =sht yazilabilir. Bu esitlikte tiirev alinirsa

esiti bulunur. Burada boliim tiirevi uygulanirsa
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kik, —kik;
k3
kkk, — kK, =0
kik, =kik;

=0

esitligi elde edilir. (4.20) esitliginden

Kk

K
k, K,

!

(4.20)

(4.21)

yazilabilir. Burada %: sbt oldugundan %: sbt oldugu aciktir. Burada tekrar boliim tiirevini

2 2

uygularsak

kk, —kky

K2 y
kX, — k! =0
kK, = k!
k'K
KK

esitligi elde edilir. (4.21) ve (4.22) esitlikleri g6z oniine alarak

k” K_ﬁ
KKk,
K _k
k; Kk,
kik, =k k3

esitligi yazilabilir. (4.23) esitligi

1 2

" r/r k1" kg
kN +k;N —kkN +k kN

1 2

_akN +ak, N
_a(kN +Kk, N ,)
_aDN

38
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esitligi ile gosterilebilir. (4.24) denkleminde %:a ve %za esitlikleri ayr1 ayri
1 2

diisiiniildiiglinde

[/ r " r Jf, r [/ r ” r k2” r
k/N, +k;N, =% DN veya kN, +k;N, =1 D;N (4.25)

1 2

karakterizasyonlar1 elde edilir. (4.25) esitliklerini (4.19) denkleminde ayr1 ayr1 yazip gerekli

diizenlemeler yaparak

r r " r r r
D, (D; D,N) =—D; N (k? +k§)+kﬁDTN +3k/D, N, +3k,D; N,

1
r k]f' 2 2 ! r ’ r
=DiN| -k kg |+ 3D N, + 3D N,
1

(4.16) denklemi bulunur. Benzer sekilde

r r o r r r
D, (D; D, N) =D, N (k? +k§)+% D, N +3k/D, N, +3k,D; N,

2
r kg 2 2 ’ r ! r
=DiN| 2k =k | +3KDr N, + 3D N,
2

(4.18) esitligi de bulunur. (4.19) esitligini gostermek i¢in

r " "
D;N (ﬁ + ﬁ}
kl kZ

ifadesinin farkli bir temsilini bulmaya ¢alisalim; yani,

r' kl! k” r r 14 k”
D.N [k—1+k—2j=(klNl+k2N2)(ﬁ+—2J

ro Kk (4.26)
r r kk"r kk I
=k/N, + k)N, + Il(z N, +12N,
2 1

(4.23) esitligi (4.26) denkleminde yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
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r " " r " "
DTN[ﬁJrk ) k’N +k;N, +kk N, + ks N
kl k2 k2 kl
r r r r
=KkN, + kN, +k'N; +k;N,

= 2(kN, +kIN, ) (4.27)

ifadesi bulunur. (4.27) denkleminde her iki taraf sadelestirildiginde

k1"l\r| +k”l\r| =D l\rl K[ +ﬁ
1 272 T 2k1 2k2

esitligi bulunur. Bu esitligi (4.19) denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilarak

" " r r
D, (D, D, N) = —D, N (K + k) + D N[zkk K, j+3k1’DTN1+3k;DTN2

1 2

r k[' k!, T T
=D, N 7 2k2_k —k? |+3Kk/D; N, +3k.D. N,

(4.18) denklemi elde edilir. Boylece ispatin bir yonii tamamlanir. Tersine, (4.16), (4.17) ve (4.18)

denklemlerini dogru kabul edip « egrisinin slant helis oldugunu bezer sekilde gosterilir.

4.2. Minkowski Uzayinda N-Bishop Catisina Gore Slant Helislerin Bazi

Karakterizasyonlari
Bu boliimde ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda timelike egrinin, asli normali ve binormali
spacelike olan spacelike egrinin N-Bishop ¢atisina gore slant helislerin bazi karakterizasyonlart
incelenecektir.

4.2.1. Timelike Egrinin N-Bishop Catisina Gore Slant Helislerin Bazi1 Karakterizasyonlari

Tamm 4.2.1.1. o :1— E> Minkowski 3-uzayinda birim hizli bir timelike egri olsun. « timelike

1
egrisinin N-Bishop c¢atisina goére slant helis olmasi i¢in N, birim vektorii ile U sabit dogrultu

vektori arasindaki aginin sabit olmasi gerekir; yani,

40



Vsel igin (l{ll(S),l5>:ﬂl(Sbt)

kosulunu saglayan « egrisine slant helis denir.

Teorem 4.2.1.1. a:1—E} sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop catinin egriliklerine sahip birim
hizli timelike egridir. « egrisi slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart Vsel igin LY sabit

2

olmalidir.

. L T .
Ispat. (=): «, E} de slant helis olsun. Slant helis tanimindan {N N, N2} N-Bishop catisina

I
gore (N, lﬁ) =/, (sbt) yazilabilir. (Nl, 15) =/, esitliginde tiirev alinip (I<I1' , lﬂ) =0 tilirev

denkleminde (3.7) denklemleri yerine yazilirsa
1 1
<k1N,15> =0 olur ve buradan (N, 6} =0
esitligi bulunur. Buldugumuz esitlikte tekrar tiirev alinirsa; yani, (I{l , LE) =0 ifadesinin tiirevi
(N, 0y =0
bulunur. (3.7) denklemlerini yazarsak
1 1 r
<k1N1 _kzNz’u> =0
esiti bulunur. Bu esitlikten
1 r 1 r
K (N,,u)—k,(N,,uy=0

ki (4) -k, (%) =0

K, _ 4 _
k—z—ﬂl—;t(sbt)

1 I I
elde edilir. <N,l5> =0 esitliginden 6 €S, {Nl, NZ} olup burada « egrisi timelike oldugundan

I I I 1 1
{N, N, Nz} N-Bishop ¢atisinin vektorleri N ve N, spacelike, N, timelike vektorlerdir. Buna

gore
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b= AN, + ()N, (4.28)

esitligi yazilabilir. Bu esitlikte tiirev alinirsa,

r, r, r,
b= AN+ (N,
=(=4)(kN)+ (%)(l?_zN)r
= [~k (4) +k;(4,)]N =0
tiirevi sifir olan esitligi bulunur ve U sabit olur. Bdylece ispatin bir yonii ispatlanmis olur.

(&): K = sbt oldugunu kabul edelim. O halde L% = A ve A sabit sayisina karsilik gelen 1 :%

k, K,

esitligi aliabilir. Bu esitlikten

k
K (4) =k, (4) =

N

4
4
0
esiti bulunur. (4.28) denkleminde tiirev alinirsa

—(MNHMW
-«mwwyw@ka
[k%Hk%H

r
=0

. P . . . reo. .. . o
tirevi sifir olan esitligi bulunur ve U sabit olur. Simdi (N,,u) ifadesinin sabit oldugunu

gosterelim.

<&w=mm¢wﬁ%m4r
= (_11)“\"’1’ I\II’1> + (XQXNYP er>
= (=A) o D) + (%) o M)

= ,(sbt)

buradan « egrisinin slant helis oldugunu gostermis olup ispati tamamlanur.
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Teorem 4.2.1.2. «:1— E? sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop ¢atisinin egriliklerine sahip birim

hizli timelike egridir. « slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart
I I I
det(N;,N/,NJ) =0
esitligi saglanir.

Ispat. (=): « slant helis olsun. Bu durumda % sabittir. (3.7) denklemlerinden I(l{=kﬂ<l
2

denkleminin tlirevi alinirsa

N'= k!N +k N’
,I' r r
=kIN +k; (k;N, =k,N; )
r r r
= kN + kN, —k k,N,

esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar tiirev alip (3.7) denklemlerinden

r r r LT r r r r r
N 2k k!N, + k2 (kN + kN + K/ (K N, —Kk,N,) —kk,N, — kKN, —kk, (k,N)
r r r
= (k2 + k" —kk,2)N + Bk k)N, + (=2k’k, —kik )N,

I I I
ifadesi bulunur. $imdi buldugumuz esitlikleri kullanarak det(N;, N,,Ny’) determinant ifadesinde

sirastyla yerlestirerek gerekli hesaplamalar yapilir; yani,

K, 0 0
r ' " r " 4 2
det(N,,NJ,N/) = Kk, K, —k.k,
kP +k"—kk? 3kk —2kk,—k, 'k
—k [—2k1'k2 k? k'K’ + 3k12k2kl'}
= kl [klzkzklr - kzrklﬂ

—K [kzkl' - klkz'}
—k3K,? {ﬁ} (4.29)
k2
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esitligi bulunur. « slant helis oldugundan L% sabittir. Sabitin tiirevi sifir oldugundan

2

M _0
k2
I I I
esitligi yazilir. (4.29) esitliginden determinant ifadesi det(Nl’, N/, Nl"):o olur

I I I
(«): det(N;,N/,N;) =0 esitligini kabul edelim. (4.29) esitliginden

rror '
det( N/, N/ NS) =k/k,’ {ﬁ} =0

yazilabilir. Buradan {%} =0, k, #0, k #0 esitlikleri elde edilir ki tiirevi sifir olan Ik(—l orant
2 2

sabit oldugu i¢in « bir slant helistir, boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1.3. :1— E? sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop catisinin egriliklerine sahip birim

hizli timelike egridir. « slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I I I
det(N;,NJ,N7)=0
esitligi saglanir.
Ispat. (=): « slant helis olsun. (3.7) denklemlerinden
N, =k,N
esitinin tirevini alirsak
r T r
N)=k, N+Kk,N’
esitligi bulunur. Bu esitlikte (3.7) denklemleri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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ifadesi bulunur. Bu ifadede tekrar tirev alimip (3.7) denklemleri yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilarak

I I [ [ I I [ I
NS =K, 'k,N, +kk,'N, + kKN, +k,"N +k,"N’"— 2k k,'N, —k,*N,’
r r r r r r r r
=k, K,N, + Kk, N, + KK, (KN)+K,"N +Kk, (K,N, —Kk,N,) = 2k,k,'N, =k, (k,N)
r r r
= (k> +K," + Kk >IN +(2k K, + Kk, IN, +(=3K,k, )N,

I I I
esitligi bulunur. $imdi det(N;, N, Ng”) ifadesini hesaplamak i¢in buldugumuz esitlikleri

determinant ifadesinde yerine yazilarak gerekli hesaplamalar yapilir; yani,

K, 0 0
" r m ! 2
NJNJ) = K, kK, —k,
k7 k) +hok? 2k, Hkok! —3kk,
= k, (~3k.k, 2K, + 2k K, 2K} +k,°K!)
= kz (k23k1, - klkzzké)
= k23 (k2k1' - klké)

5 kl ’
—K, {k—j (4.30)

—

da(ﬁ

N~
N

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan % sabittir. O halde [ﬁ} =0 dir. Buradan,

2 2
I I I
det(N;,N;, N} =0
elde edilir.

I
(<): det(Nj,NZ,NZ) =0 denklemini kabul edelim. (4.30) esitliginden

45



rorr '
det(N;,N;’,N;”)=k2{ﬁ} =0 , k,#0

esitlikleri yazilacagindan {%} =0 elde edilir ki tiirevi sifir olan LY orani sabittir. O halde «

2 2

bir slant helistir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.14. a:1—E’ sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop catisinin egriliklerine sahip birim

hizli timelike egridir. « slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart
I I I
det(N’,N",N")=0
esitligi saglanir.

Ispat. (=): a slant helis olsun. (3.7) denklemlerinden I{I’zkiﬂll—kzﬁz denkleminin tiirevini

aldiktan sonra (3.7) denklemleri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

r r r r
"=k, N, +k (kN)—k,'N, =k, (k,N) (4.31)
r r r
= (k12 - k22)N + k1,N1 - klez

tirev esitligi elde edilir. (4.31) esitliginde tekrar tiirev alinarak (3.7) denklemleri yerini yazilir

gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

I I I I I [ I
N"" = (2kk, —2kk, )N + (k> —k,2)N"+k, "N, +k'N, = k,"N, —k,'N,’
r r r r r r r
= (2k1k1' - 2k2k2')N + (klz - k22)(k1N1 - kzNz) + kl”Nl + k1, (klN) - kz”Nz - kz'(kzN)
r r r
= (3kk, —3K,k, IN + (k" +k* =k k>IN, + (=k," —kk, +k,*)N,

I I I
esitligi elde edilir. Simdi det(N’,N",N"’) ifadesini hesaplamak i¢in asagidaki determinant

esitliginde bu buldugumuz esitlikleri yerine yazip gerekli hesaplamalar diizenlemeler yapilir;

yani,
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0 3 -k,
det(N',N",N")=| (k2 —k;? K &,
€ ( ] ) )_ ( 1 2 ) 1 2
(3k1k1’ o 3k2k2’) (k],” + k13 - klkzz) (_kzn o k12k2 + kzs)
=k | (k) (k" e )+ Bk, 3ok’ |

k| (6 k)0 k) -k Bk, |

_ (3k1k22k1' 3Kk, )(H ~(k? —k,? )[kzkl” - klkz"J

2
i

R LA LR [ Y
_(3k1k2 K, — 3Kk, )[kzj Kkzj 1] (kzj k' + 2k, kz[kz] (4.32)

: e : g k . P
determinantin esitligi bulunur. « slant helis oldugundan —L sabittir. Sabitin tiirevi

I I I
olup (4.32) denkleminden det(N', N”, N’”) =0 olur, boylece ispatin bir yonii tamamlanir.
I I I '
(<): det(N',N",N")=0 esitligini kabul edelim. (4.32) esitliginden [H =0 elde edlir.
2

Tiirevi sifir olan —L orani sabittir, buradan « slant helistir ve ispat tamamlanur.
2

Minkowski 3-uzayinda alinan bir « timelike egrisi slant helis olsun. O zaman N-Bishop

catisinin '(s) =T vektoriine gore kovaryant tiirev denklemleri

“k.N

1 2772

= -
I

D;
D
D

k

1
K,
K

Z2=Z-

(4.33)

_|
Z-:HZ-':
Il

_.
N
1
Z—=
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I
ile yazilir. Herhangi sel igin N,(S) ve I<I2(S) vektor alanlari olup k; ve k, egrilikleri s

parametreli fonksiyonlardir.

Teorem 4.2.1.5. Minkowski 3-uzayinda birim hizli bir timelike o egrisinin bir slant helis

olmasi icin gerek ve yeter sart

r rk" r
DJQDWQ=QN£%—@+WMGWQN (4.34)

1
esitligi saglanir.

Ispat. (=): Farz edelim ki & slant helis olsun. (4.34) esitligini ispatlamak igin Sncelikle (4.33)

1 1
esitliklerinden D; N, =k N esitligin kovaryant tiirevi alinir; yani,

D, (D, N,) = D; (k,N)

"r r (4.35)
—k/N +k,D;N

esitligi bulunur. (4.35) esitliginde (4.33) esitliklerini yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilir;

yani,
r T r r
D; (D;Ny) =k N + k12N1 —kik,N, (4.36)

denklemi bulunur. (4.36) esitligin tekrar kovaryant tiirevini alip (4.33) esitliklerini yerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilir; yani,
r T r
D; (D; Dy Ny) = Dy (ky N +k "N, —kk,N,)
r r r r r r
=k,"N +k,'D; N +2k kN, +k°D; N, — (k,'k, + kk, )N, —k k,D; N,

r r r r r r
=kN+k'D,N +2k kN, — (k'k, + Kk, IN, —kk, (k,N) +k?D,N,  (4.37)

: . k o -
denklemi bulunur. « slant helis oldugundan k—l orani sabittir. Bu orana bolim tlirevini
2

uygulayip gerekli diizenlemeler yapilirsa; yani,
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kik, —kik; _
k;
kik, — kK, =0

0

Kk, = Kk, (4.38)

esitligi elde edilir. (4.38) denklemini (4.37) denkleminde yerine yazip

r T r ., r 1o r r
Dr (Dr Dy Ny) = k"N =k kN +k/D; N +2k]| N, 5k, |+k’DrN, (4.39)
DN

denklemi bulunur. (4.33) denklemlerinden

r
D, N, (4.40)

esitligi yazilabilir. (4.39) denkleminde (4.40) denklemini yerine yazip ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

r T LT T
D; (D; Dy Ny) = (k; —kk; )(k_ Dy N,)+k "Dy N, +3k DN
1

r " r
:Dm¢%—@+WM3WQN

1

(4.34) denklemi elde edilir, bdylece ispatin bir yonii tamamlanir.

(<:): Tersine (4.34) denklemini kabul edelim. Bu durumda « egrisinin bir slant helis oldugu

gosterilir. Bunun i¢in (4.40) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa

r 1 r
D,N=D; | =D;N,
kl

o r (4.41)
== 5 DN, += D DN,
1 1
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esitligi bulunur. (4.41) denkleminin tekrar kovaryant tiirevini alarak gerekli diizenlemeler yapilir;
yani,

r k’ 1 r
D,D:N =Dy |~ 3Dy N, i+ DD,

1 1

!' r 4
= k1 DN—ﬁzDDN klDDN+1DDDN (4.42
K2 k; k2 K,

esitligi bulunur. (4.42) denkleminde (4.34) denklemi yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilarak
kz 1 1 1

r Y r ' r ' rg” r
D;D;N :—{%J Dy N, - kl D;D;N, - :1 D; D; N E[DTNl(kkLk22+k12)+3kl'DTNJ
1

' ! r ' r ' r " 2 '
=—(k—;] D.N, - klDDN klDDN DN(k; K, +klj 3k1DN
k2 : k

kl k2 1 1 1
i ! " 2 r ' r '
=—k—; +k—;—k +k, |D;N, — 2k1DDN 3k1DN
kl k1 kl kl k1

denklemi elde edilir. Bu denklemde (4.36) ve (4.33) denklemleri yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

r k') k' K2 2k (0, ry sk, I r
D.D.N = _(k_}]Jrkf o +k, DN % (k1N+k12N1—k1k2N2)+ L (KN, —k,N, )

!' " 2 n2 r r , r ,
= —[ﬁj KK N, 2 ok, + 2Ke ke, - 3Kk

K2) k2 k kZ e K, k, °
’ ! ” 2 r r [ r "2 r
Sl LKk TN N, K g 2007 (4.43)
2 k12 k 1 T'71 1" V1 k1 2 k12
1

esitligi elde edilir, diger yandan (4.33) denklemlerinin kovaryant tiirevini alarak D;D;N

denklemi hesaplanir; yani,
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| I |
D,D;N =D (KN, —k,N, )
r r r r
= kN, +kD; N, —k;N, —k,D, N,

— KN, +k D, N, —k:N, —k2N (4.44)
denklemi bulunur. Buradan (4.43) ve (4.44) denklemleri esitlenerek

kik,

102
1
koki = kik;

K,k — kK, =0

esitligi bulunur. Tirevi sifir olan A orani sabit olur, buradan « bir slant helistir.
2

Teorem 4.2.1.6. Minkowski 3-uzayinda birim hizli bir timelike « egrisinin bir slant helis olmasi

icin gerek ve yeter sart

r r " r
DAQQNQ=QNA%~@+@}3@QN (4.45)

2
denklemi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki « bir slant helistir. (4.45) denklemini ispatlamak igin (4.33)

1 1
denklemlerinden D;N, =k,N esitligin kovaryant tiirevi alinirsa

D; (B;N,) =Dy (k,N)
r r
=k, N +k,D; N

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.33) denklemleri yerine yazilirsa

r , T r r
D; DN, =k, N +k, (k,N; —k;N,)

T r r (4.46)
kN +kk,N, — k2N,
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denklemi elde edillir. (4.46) denklemin tekrar kovaryant tiirevi alinip (4.33) esitlikleri yerine

yazilirsa

r , r r r
DT(DTDTNz)ZDTI(kz N+k1rk2N1_k22N2) . r r
= kIN +K.D, N — 2k,kiN, —k2D; N, + (kK, + kik.)N, +kk,D, N,

— k!N +K.D, N — 2k kN, + (kk, + kKN, +kk, (kN)—k2D,N,  (4.47)

esitligi bulunur.« slant helis oldugundan k—l orani sabittir. Bu oran sabit oldugundan (4.38)
2

denklemi (4.47) denkleminde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

r o T r ., r T r r
D; (D; Dy N,) =k,'N +k12k2N +k, D;N +2k2(l_‘|_1'>112_l§g§2)_k22DTN2
DN

= (K + kk,)N —k?D; N, +3k!D, N (4.48)
esitligi bulunur, diger yandan (4.33) denkleminden

!
N==DN,

P
K,
esitligi (4.48) denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa

$ " 2 1 r 2 r ’ r
D; (DT D; Nz) = (kz +k1 kz)(k_ D; Nz)_kz DN, +3k2DTN

2

r k2” 2 2 ' r
= D:N, ([~} +k)~3KD; N

2

(4.45) denklemi bulunur ve ispatin bir yonii tamamlanir. Tersine (4.45) denklemini kabul edip «

egrisinin slant helis oldugunu bezer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.1.7. Minkowski 3-uzayinda alinan birim hizli bir timelike « egrisinin slant helis

olmasi icin gerek ve yeter sart

. r r kl” ) ) , r , r
i D(DiDN)=D;N| it +ki —k; |+3K/Dr N, —3Kk;D; N, (4.49)

1
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r{k” r r
i. D (D,DN)-= DTN(E—+k2 k j+3kl’DTN1—3k§DTN2 (4.50)

2

r 14 14 r r
ii. D,(D.D,N)= DTN(Zkkl 2kk +kZ -k j+3kl’DTN1—3k2’DTN2 (4.51)

I, i, iii durumlarindan biri saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki o bir slant helistir. (4.49), (4.50) ve (4.51) esitliklerini gostermek icin
(4.33) denklemlerinden DTN = kll{ll —kzl{l2 esitligin kovaryant tiirevi alinip gerekli diizenlemeler

yapilarak

D, (D,N) =D, (kN k,N,)
I’ r
— KN, + kD, N, kN —k,D; N, (4.52)
I' I’ r
KN KN+ kN, KON,

esitligi bulunur. (4.52) esitlikte tekrar kovaryant tiirev alip (4.33) denklemlerini tatbik edip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

D, (D, D, N) = D(kN kmm kN)
r
—2kkN+kDN 2kkN kDN+k’N+kDN KN, kDN,
r
_ 2k/D. N, — 2k!D; N, + k2D N — k2D, N + k'N, — k!N, +k'D. N, —k,D. N,

= 3k'D, N, —3k,D, N, + D, N (k? —k2) + k/N, —k!N, (4.53)

esitligi elde edilir. (4.53) esitligindeki kl"l{ll—kgl{lz ifadenin 6zdesliklerini bulmaya ¢alisalim:

Bunun i¢in o egrisi slant helis oldugundan %: sbt orantist yazilabilir. Bu orantidan (4.38)
2

esitligi yazilabilir. (4.38) esitliginden

Kk

— 4,54
k, kK, ( )

! !

yazilir. Burada %: sbt orantisindan %z sbt oldugu agiktir. %z sbt esitliginde tekrar boliim
2 2 2

tiirevi uygulanirsa

53



kK, — Kk
e
kK, —k/kz =0
ik, = kik!
Kk,

=0

(4.55)

esitligi elde edilir. (4.54) ve (4.55) esitlikleri g6z ontine alirsak

K_k_k
KKK

esitligi yazilir. Buradan

K_k

k! k,
kik; = kik; (4.56)

denklemi bulunur. (4.56) denkleminden

K X _q (4.57)
Kk

yazilabilir. kl”l{l1 - k;’l{lz ifadesinin 6zdesliklerini bulalim:

r r kl! r kl!
N, — k!N, = KN, — K2,
kl kz
= aklN%—aklelz (4.58)
= a(kll\rll - kzNz)

=aD, N

14 "

(4.57) esitliginden %: ave %: a esitlikleri yazilir. Bu esitlikler (4.58) 6zdesliginde ayr1 ayri

1 2
diisiiniildiiglinde
n r k{’ I/ r " r k;’
klN —k;N, —k—D N veya klNl—kzNz—k—D N (4.59)
1 2
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Ozdeslikleri yazilir. (4.59) 6zdesliklerini (4.58) denkleminde ayr1 ayr1 yazip gerekli diizenlemeler
yaparak

r r " r r r
D, (D; D, N) = D, N (k? —k§)+%DTN +3k/D, N, —3k.D; N,

1

k” 2 ’ J ’ r
:DTN P —k? |+3k/D, N, —3k,D. N,

1

(4.49) esitligi bulunur. Benzer sekilde

r r " r r r
D, (D; D, N) = D, N (k? —k22)+%DTN +3k/D, N, —3k.D; N,

2

k” 2 ' ' ' ¢
=D, N P —k? |+3k/'D, N, —3k.D. N,

2

(4.50) esitligi de bulunur. (4.51) esitligini gostermek igin

p,N| K K
kl kZ

bulunur. Buna gore

k” k” r k” k”
D.N| 2+-2|=(kN,—k,N +-2
! (kl kZ] (l ' i 2)(kl kZJ
" r " r
—k”N k"N +k1k k1—kzN2
k2 kl

0zdesliginde (4.56) esitligi yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa

n 14 r " Vlr
DN K K)o, i, + K, KK
kl k2 k2 kl

r

r r r
= kN, —k;N, + kN, —k;N,
(r I!r
=2(KkN, ~k;N, )

0zdesligi bulunur. Bu 6zdeslikten
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’r ”r r k" k”
2(kN, —k;N, ) =D;N [k—1+k—2J
1 2

sonucuna varilir ve buradan

k”l\rl —k”l\rl =D l\rl k—l”+k—g (4.60)

171 2° 72 T 2k1 2k2 .
esitligi bulunur. (4.60) esitligini (4.53) denkleminde yerine yazip ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

” ”
I(l k2

r r r
D, (D, D,N) =D, N (k2 —k2) + DTN£2 +

1 2

r r
j+3kl’DTNl —3Kk;D; N,

r k1” kg 2 2 ’ r ' r
=D;N 2 + 2K, +k~—k; |+3k/D; N, —3k,D; N,

(4.51) denklemi elde edilir, boylece ispatin bir yonii tamamlanir. Tersine (4.49), (4.50) ve (4.51)

denklemleri kabul edip « egrisinin slant helis oldugunu bezer sekilde gosterilir.

4.2.2. Asli Normali Spacelike Olan Spacelike Egrinin N-Bishop Catisina Gore Slant

Helislerin Baz1 Karakterizasyonlari

Tamm 4.2.2.1. o:1—>E’ Minkowski 3-uzayinda birim hizli asli normali spacelike olan

spacelike egri olsun. o spacelike egrisinin N-Bishop catisina gore slant helis olmasi i¢in N,

birim vektérii ile U sabit dogrultu vektorii arasindaki a¢inin sabit olmasi gerekir; yani
Vsel icin (N,(s),U) = s (sht)
kosulunu saglayan « egrisine slant helis denir.
Teorem 4.2.2.1. a:1— E} sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop catisinin egriliklerine sahip birim

hizli spacelike egridir. & egrisi slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart Vsel igin L orani

2

sabittir.
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. I I I
Ispat. (=):«, EJ de slant helis olsun. Slant helis tanimindan {N N, N2} N-Bishop ¢atisina

1 1
gore (N1,15> = 14, (sbt) esitligi yazilabilir. Bu esitligin tiirevi alinirsa (N{,lﬂ) =0 olup N-Bishop

catisinin (3.8) denklemlerinden
1 1
<—klN,15> =0 olur buradan <N,l5> =0
yazilir. Buldugumuz esitlikte tekrar tlirev alinirsa; yani,

(N, 1y =0

ifadesinin tiirevi

bulunur. Bu denklemde (3.8) denklemlerini yazarsak
1 1 r
(k,N; —k,N,,uy=0
esiti bulunur. Bu esitlikten

k (N, 1) —k,(N,, 1) =0
kl(/ul) _kz(ﬂz) =0
kl

S ysht)
K, 14

I I
elde edilir. (I{I,Lrj> =0 esitliginden b e S, {Nl, NZ} yazilir ve diger taraftan « egrisi spacelike

I I I 1 1
egri oldugundan N-Bishop catisinin ortonormali {N,Nl,Nz} olup N ve N, spacelike, N,

timelike vektorleridir. Buna gore

b= ()N, + ()N, (4.61)

esitligi yazilabilir. (4.61) esitliginde tiirev alinirsa
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6’ = (1) I\rlll +r(_,u2)l\r| ’ ,
= (:Lﬁ)(_klN ) + (_:Uz)rg 2rN)
:[_kl(/'ﬁ)"‘kz(ﬂz)]N 0

tiirevi sifir olan bir esitlik bulunur ve U sabittir, boylece ispat tamamlanir.

ke
k2

=sht esitligini kabul edelim. Buradan %: u Ve [ sabit sayisina karsilik gelen

2

(<):

M= Lo esitligi aliabilir. Bu denklemden
Hy

k_t
k,
k (#4) =k, (1) =0

esiti bulunur. (4.61) denkleminde tiirev alinirsa

0= (u)N; +( w)N;
= ()(= I<N)+( ﬂz)( K N)
=[- k(ﬂl)+k(uz)]N 0

1 ! .
tirevi sifir olan bir ifade bulunur ve U sabit olur. Simdi (Nl,l5> ifadesinin sabit oldugunu

gosterelim; yani,

(N )= (N (N + (1))
= (14 l\llrl’ I\II’1> + (=, er’ Nr2>

= (ﬂl) wz %1> + (_’UZ)SANQ %>

= 1, (sbt)
esitligi bulunur, buradan slant helis tanimindan « egrisi slant helis olup ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.2.2. «:1— E? sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop ¢atisinin egriliklerine sahip birim

hizli spacelike egridir. « slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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I I I
det(N;,N;,N/) =0
esitligi saglanir.

Ispat. (=): « slant helis olsun. (3.8) denklemlerinden

1 I

N, =-kN (4.62)
denkleminin tiirevi alinip (3.8) denklemlerini yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa; yani,

N”_—kN kN’
- kN k(kN kN) (4.63)
_kN kN+kkN

esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar tiirev alinir (3.8) denklemlerini yerine yazilirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa; yani,

I I I I I I I I
NJ"= -2k k/N, —k*N; + k"N +k/N"+kk,N, +kik N, +kk,N;
r r r r r r r r
= -2k k/N, — k> (=k,N) + k"N +k/(k,N, —=k,N,) + k’k,N, + kik,N, + kK, (—k,N) (4.64)
r r r
= (k13 + k1" - klkzz) N+ (=kk)N; + (kK )N,

ifadesi bulunur. (4.62), (4.63) ve (4.64) esitliklerini det( 5 ’, ) determinant ifadesinde

yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilir; yani,

-k, 0 0
" d " ! 2
N, Nl) = K, -k kk,
k> +k" —kk,®  —kk! K,k
— K, [—kz'kf n kszkl’J
= K7 [kok{ — ik

kK {ﬁ} (4.65)
k,

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan L% sabittir. Sabitin tiirevi sifir olup

2
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{ﬁ} ~0 (4.66)

olur. (4.66) denklemini (4.65) esitliginde yerine yazilirsa
I I I
det(N;, N/, N/) =0
determinant1 bulunur.

(<): det(Ny, N/, Nf)=0 esitligini kabul edelim. (4.65) esitliginden

!

k,°k,? [%} =0 olup buradan {%} =0, k,#0,k #0
2

2

esitligi elde edilir. Buradan tiirevi sifir olan L orani sabit olup « bir slant helistir, boylece ispat

2

tamamlanir.

Teorem 4.2.2.3. a:1— E} sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop catisinin egriliklerine sahip birim

hizli spacelike egridir. & slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I I I
det(N;,N;,N;)=0

esitligi saglanir.

. ) i 1 1
Ispat. (=): « slant helis olsun. (3.8) denklemlerinden N, =—k,N denkleminin tiirevini alip

(3.8) denklemlerini yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

T r r
=—k, N —kKk,N, +k,°N, (4.67)
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ifadesi bulunur. (4.67) denkleminde tekrar tiirev alip (3.8) denklemlerini yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilarak

I I I I I I I I
NZ=—k, 'k, N, —kk,'N, =k k,N! —k,"N —k,'N"+ 2k k,'N, +k,N,’
r r r r r r r r
= _k1,k2 N1 - k1k2, N1 - k1k2 (_klN ) - kz”N - k2, (klNl - kzNz) + 2k2k2,N2 + k22 (_kzN)

r r r
= (_k23 - k2” + kzklz) N + (_Zklkzl - kzklr) N1 + (3k2k2,) Nz

I I I
esitligi bulunur. Simdi  det(N;,N;,NJ) ifadesini hesaplamak i¢in buldugumuz esitlikleri

determinant denkleminde yerine yazarak gerekli hesaplamalar yapilir; yani,

—k2 0 0
r ’ " r m 4 2
det(N;, N7,NJ) = —k, —kk, K,
k2 -k, ok —2kk, —kok 3Kk,
=k, (—3klk22k£ + 2k1k22k£ + k23kl')
= _kz (kzgkl' r klkzzkzr)
= _k23 (k2k1, - klkzr)

. {ﬁ} (4.68)

k2

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan Ik(—l sabit olup {%} =0 esitligi bulunur. (4.68)
2 2

esitliginden

I I I

det(N;,N;,N;)=0

elde edilir.

(<): det(Ny,NZ,N2) =0 esitligini kabul edelim. Bu durumda (4.68) esitliginden
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esitligi elde eddilir ki buradan {%} =0 oldugu goriiliir ve % orani sabit olur. O halde « bir

2 2

slant helis olup ispat tamamlanr.

Teorem 4.2.2.4. a:1—E} sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop ¢at1 egriliklerine sahip birim hizli
I I I
spacelike egridir. « slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart det(N', N, N"’)=O esitligi

saglanir.

Ispat. (=): « slant helis olsun. Bu durumda LY sabittir. (3.8) denklemlerinden
2

N’ =kN, —k,N, (4.69)

esitligin tiirevi alindiktan sonra (3.8) denklemlerini yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilir; yani,

N’ = kN, —k,N,
r

r ,I’ I’, ,r ,
N =k'N, + kN, —k,'N, —k,N,
T r T r

= k1 N1+k1(_k1N)_kz Nz _kz(_kzN)

r r T

:(k22 _klz)N +k1 Nl_kz Nz

(4.70)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte tekrar tiirev alinarak (3.8) denklemlerini yerini yazip gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

[ [ [ I [ [ [
N"" = (2k,k, — 2k Kk IN +(k,> =k *IN'+k "N, +k'N, —k,"N, =k,'N,’
r r r r r r r
= (Zkzkz’ - 2k1k1')N + (k22 - klz)(klNl - kzNz) + kl”Nl + k1' (_klN) - kanz - kzr (_kzN) (4.71)
r r r
= (3k2k2’ _3k1k1’) N+ (k1” - k13 + k1k22) N1 + (_kzn + k12k2 - kzs) Nz

I I I
esitligi elde edilir. Simdi det(N',N”,N”’) ifadesini hesaplamak i¢in determinant esitliginde

(4.69), (4.70) ve (4.71) esitlikleri yerine yazip gerekli hesaplamalar diizenlemeler yapilir; yani,
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0 K, K,
det( N',N" N "= (kK k, —k,’
@Bkk, —3kk') (k" -k’ +kk?) (k" +kk, k)
_ [(k; k) (k" kK, —k,?) — 3k KK, + 3k2k2’2}
K, [(k; k(K — k2 +kok,?) + Bk ki 3k2k2'k1'}

_ (3k23k2' — 3Kk, 2k, )(%J +(k? K )[klkz" - kzkl"J

2
k) (k) k) k)
:(3klk22kl'—3k23k2')(k—lJ +[(k_lj —1] (k—lj K,* + 2K, %, (k—1] (4.72)
2 2 2 2

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan lk<_1 sabittir. Buradan {%} =0 olup (4.72)
2

2

denkleminden det ( I{I g l{l", l{l"') =0 olur ki ispatin bir yonii tamamlanir.
(&) det(l{l’, I{I I{I”’)=O esitini kabul edelim. Bu durumda (4.72) denkleminden {%} =0 olur
2

ve buradan lk<_1 sabittir. O halde « slant helis olup ispat tamamlanir.
2

Minkowski 3-uzaymnda alinan bir « spacelike egrisi slant helis olsun. O zaman N-Bishop

catistnin '(S) =T vektoriine gére kovaryant tiirev

N, —k.N

=Z-

D

=~

Tr =K 1r 2N

D;N, = —klN (4.73)
r r

DTN2=—k2N

denklemleri yazilir. Herhangi s I igin N,(s) ve N,(s) vektor alanlar1 olup k; ve k, egrilikleri

s parametreli fonksiyonlardir.

Teorem 4.2.2.5. Minkowski 3-uzayinda alinan birim hizli bir spacelike « egrisinin bir slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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r r " r
D; (D;D;N,) =D, Nl(%+k§ —k*)—3k/D;N (4.74)

1
esitligi saglar.

Ispat. (=): Farzedelimki « slant helis olsun. (4.74) esitligini ispatlamak i¢in éncelikle (4.73)
esitliklerinden D;N, :—k1N esitligin kovaryant tiirevini alip (4.73) esitlikleri yerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

D; (D;N,) = D; (=k,N)
r r
=—k/'N-kD;N
T r r
=—k N =k (N, —k;,N,)

T r r
=—k,'N —kN, +kk,N, (4.75)

esitligi bulunur. (4.75) esitligin kovaryant tiirevini aldiktan sonra (4.73) esitlikleri yerine yazilir

ve gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

I , r r r
D; (D;D;Ny) = Dr (k' N _k12N1 +kk,N,)
r r r r r r
=—k,"N —k,'D; N — 2k kN, —k *D; N, + (k,'k, + kK, )N, +k k,D; N,

r r r r r r
= kN —k'D, N =2k kN, +(k/k, + kk, )N, + kK, (—k,N)~k’D.N,  (4.76)

Ky

esitligi bulunur. ¢ slant helis oldugundan — = sbht yazilir. Bu esitligin tiirevini alirsak

elde edilir. Bu esitlikte tiirev hesaplamasi yapip gerekli diizenlemeler yapilarak

ik, —kks
ka
kik, — kK =0 4.77)
kik, = kK,
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ifadesi bulunur. Ayrica (4.73) esitliklerinden

N=—D,N (4.78)
T 71

esitligi yazilabilir. Simdi (4.77) ve (4.78) ifadelerini kullanarak (4.76) denkleminde yerine yazilir

ve gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

r ,r r , I , r r r
DT(DT D; N1) = _k1 N _k1k22N _kl DrN _Zkl[&llﬂlz_ lﬁp@z}_klzDT N,
DrN

" o f I , r
= (k" —k k)N —k2D; N, —3k/D. N

" _1 r r ! r
= (_kl - klkzz)(k_ D; N1) - k12DT N, _3k1 DrN

1

r kl” 5 , . r
= D; N, (- +Kf k) ~3k/D; N

1
(4.74) esitligi elde edilir ve ispatin bir yonii tamamlanir.

(<): Tersine (4.74) denklemin dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda o egrisinin slant

helis oldugunu gostermeye ¢alisalim. Bunun i¢in (4.78) denklemin kovaryant tiirevini alarak

r 1
D,N=D,| —D;N,
I(1

! r r
_KpN-LponN,

k? K,

esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar kovaryant tiirev alarak gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

r k’ r 1 r
D,D,N =D, | L D;N,-—D,D;N,
kl kl

KY I K roK roq r
=\ i | DN DD+ DD~ D DD, (79

2 2 "T=T° 71 2
kl kl 1

esitligi bulunur. (4.79) denkleminde (4.74) denklemi yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilarak
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DrD;N = k—i DN, + klz D:DrN, + L] D,D.N, | D,N (k— —k,*) -3k, D;N
kl k kl kl kl
! ! ! ] " 2 ,
[ X oN+ KD DoN D DN DN KKy | B
ky ki k! kK !

' " 2 ’ ’
)oKk o+ 2D, p,n, + 3D, N
K Kk k2 K

1 1

denklemi elde edilir. Bu denklemde (4.75) ve (4.73) denklemleri yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

’

r ' " 2 r ’ r r r ,
D DrN = k_é _k_lz_k_2+k1 DTN1+%(—k1'N—k12N1+klk2N2) 3le N
y k' Kk ki k,
4 ' r 2 r |" /) ’
KZ) Kk kl kl kl
' ! " 2 r ’
= k—é —ﬁz a5 —-+k, |D; N KN, - Kk, N 2(k2) (4.80)
kl kl kl k1 k

esitligi elde edilir ve diger yandan D;D N ifadesini hesaplamak i¢in (4.73) denklemlerin tekrar

kovaryant tiirevini alarak bulunabilir; yani,

=k/N, +k,D, N, —k;N, —kZN (4.81)

esitligi yazilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilir; yani,
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K ok

kl - k2
koK = kik;
K,k —kk; =0

esitligi elde edilir. Oranin tiirevi sifir olduguna goére %: sbt esitligi yazilir ve buradan « bir
2

slant helistir.

Teorem 4.2.2.6. Minkowski 3-uzaymda alinan birim hizli bir spacelike « egrisinin bir slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r r k2” 5 ) , r
Dy (D Dy N;) = Dy N, (124K k) ~3K;D N (4.82)

2
esitligi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki « bir slant helistir. (4.82) denklemini ispatlamak igin (4.73)

I 1
denklemlerinden D, N, =—k,N esitligin kovaryant tiirevi alinirsa

D; (D;rN,) =Dy (=k,N)
r r
=—k, N —k,D,N
esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.73) denklemleri yerine yazilirsa
r T r r
D;D;N, = -k, N -k, (kN, —k,N,)
r r r
=—k,'N —kk,N, +kZN,

ifadesi elde edillir. Bu esitlikte tekrar kovaryant tiirev alip

D, (D, D, N,) = Dy (-k; N — kkN-+kN)
r r
— KON =KD, N + 2k, KN, + k2D, N, — (klk, + kKN, — k kD, N,

(4.73) esitligi yerine yazilirsa
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DT (DT DT Nz) = _ng _kéDT N +2k2k£N2 _(k{kz + klké)Nl _klkz (_klN)+ kzzDT Nz

(4.83)

esitligi bulunur. o slant helis oldugundan %:Sbt yazilir. Bu esitlikten dolay1 (4.77) esitligi

2

(4.83) denkleminde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

r . T r , r , r r r
D; (D;DrN,) =—k,'N +k12k2N —k, DN _2k2(E1|>112_|§g§2)+k22DTN2
DrN

— (=K + k?k,)N + k2D, N, —3K,D, N

esitligi bulunur. (4.73) denklemlerinden

esitligi yazilabilir ve bu esitlik (4.84) de yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa

r y -1 r r , r
D; (B; DrN,) = (kg + klzkz)(k_ Dy N,) +k; DN, —3k;D; N

2

r k2” 2 2 [ r
=DrN, (2 +k; = k) =3 DN

2

(4.84)

(4.82) esitligi bulunmus olup ispatin bir yonii ispatlanmig olur. Tersine (4.82) denklemini dogru

kabul edip « egrisinin slant helis oldugunu bezer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.2.7. Minkowski 3-uzaymnda alinan birim hizli bir spacelike a egrisinin slant helis

olmasi icin gerek ve yeter sart

) r r{k” r r
I.  D;(D;D;N)=D;N {%Jrkf—kzzj—kl’DTNlnLk;DTNz

1

- r r ké’ 2 2 ’ r 4 r
.  D;(D,D;N)=D;N k—+kl—k2 —k/D;N; +k;D;r N,

2

. r r 14 14 r r
i DT(DTDTN):DTN(;—;+2sz+kf—kfj—kl'DTleLk;DTNz
1 2

I, i, iii durumlardan birini saglar.
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Ispat Kabul edelim ki o bir slant helistir. (4.85), (4.86) ve (4.87) esitliklerini gostermek igin
1 1 1
(4.73) denklemlerinden DN =k,N, —k,N, esitligin kovaryant tiirevi alinip gerekli diizenlemeler

yapilarak

DT(DTN): DTr(klNl_erNZ) r r
=k/N, +k D, N, —k;N, —k,D; N,

r r r r

= k2N —k’N +k/N, —k;N,

esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar kovaryant tiirev alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

DT(DTDTN)zDT(kfrl{l—kzzl{|+kl'l{Il—k%'l{|2) o o r
= 2k k!N +k?D, N — 2k kiN — k2D, N + kN, + k/D, N, —k’N, —k!D; N,

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.73) denklemlerini tatbik edip gerekli diizenlemeler yapilirsa

D, (D, D, N) = —2k/D, N, + 2k.D; N, +k2D, N —kZD. N +k/N, —k’N, + k'D, N, —k.D, N,

— KD, N, +k,D, N, + D, N (k? —k2) + kN, — kN, (4.88)
I I .
esitligi elde edilir. Simdi ise k/N;, —k;N, ifadesinin 6zdesligini bulmaya ¢aligalim. Bunun i¢in &

egrisi slant helis oldugundan k—l = sbt yazilabilir. Bu esitlikte tiirev alinirsa
2

esitligi bulunur. Burada boliim tiirevi uygulanirsa

ks
ks
kk, —kk, =0 (4.89)
Gk, =kk;

esitligi elde edilir. (4.89) esitliginden
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ki _k

=1 4.90
<k (4.90)

!

yazilabilir. Burada ﬁ= sbt oldugundan %= sbt oldugu agiktir. Burada tekrar boliim tirevi

2 2
uygularsak
ki ke
ks
kk, —kk; =0 (4.91)
kk, =kk,
K _k
k) kK,
esitligi elde edilir. (4.90) ve (4.91) esitlikleri goz 6niine alarak
K_k_k
kG ko k
ifadesi yazilir. Buradan
K _k
k) Kk,
kk, =kk; (4.92)
o k' k) s k! k) et "
olur. Bu esitlikten —L=-2=a esitligini yazip —t=a ve —2=a esitliklerini kN, —k)N,
kl k2 kl k2
ifadesinde kullanarak 6zdesliklerini bulalim; yani,
r r kll r k” r
kN, —k)N, =2k N, ——2Kk,N,
kl k2
r r
=ak,N, —ak,N,
r r
= a(kll\rll - kzNz)
=aD;N
r r g’ _r r r gk’ _r
kN, +k,N, = k—l D;N veya kN,+k/N, = k—2 D, N (4.93)
1 2
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esitliklerini yazabiliriz. (4.93) esitliklerini (4.88) denkleminde yerine ayri ayr1 yazip gerekli

diizenlemeler yaparak

r r
D, (D, D,N) =D, N(k? - k)+t1DN KD, N, + KD, N,

" r r
=DTN[E +k?—k J—kl’DTNka;DTNz

1
(4.85) esitligi bulunur. Benzer sekilde

r "
D, (D, D,N) =D, N (k?— k)+t2DN KD, N, + KD, N,

2

" r r
-D N[t +k2—k j—l<1'13T|\|1+k2'DT|\|2

2

(4.86) esitligi de bulunur. (4.87) esitligini gostermek igin

DNk ﬁ
kK,

esitini bulmaya calisalim; yani,

n 14 r n 14
D, N[k = (KN, —k, N ,) Kk
k. k k. Kk

1 2 2

r r 4 r' "
= kN, — kN, + kkk2 N, - kkk N,

2 1

esitligi bulunur. Bu esitlikte (4.92) esitligi yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

" n r " r 14 r
DN K K)o, i, ke, Kk
kl k2 k2 kl

r r r r
= k/N, —kN, + kN, —k!N,
!r Vlr
=2(kN, -k;N, )

ifadesi bulunur. Bu esitlikten
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’r ”r r kl( k”
2(kN, —k;N, ) =D; N (k—1+k—2j
1 2

r r r kll k”
KN, KN, = D,N| =2+ —2.
2k, 2k,

esitligi bulunur. Bu esitlik (4.88) denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilarak

r r r " " r r
D, (D, D, N) = D, N (k? —k?) + D, N (Zk; +2szj—kl’DTNl+k;DTN2

1 2

=D I\rl[ K/ + Ky +k2—k2]—k'D I\rl +k!D I\rl
T 2k1 2k2 1 2 1T 1 2T 2

(4.87) esitligi elde edilir. Boylece ispatin bir yonii tamamlanir. Tersine (4.85), (4.86) ve (4.87)

denklemlerini dogru kabul edip a egrisinin slant helis oldugunu benzer sekilde gosterilir.

4.2.3. Binormali Spacelike olan Spacelike Egrinin N-Bishop Catisina Gore Slant Helislerin
Karakterizasyonlari
Tamim 4.2.2.1. «:1— E’ Minkowski 3-uzayinda birim hizli binormali spacelike olan spacelike

1
egri olsun. « spacelike egrisinin N-Bishop ¢atisina gore slant helis olmasi i¢in N, birim vektori

ile U sabit dogrultu vektorii arasindaki a¢inin sabit olmasi gerekir; yani
. . ! r
vsel igin (N,(s),u) =1, (sht)
kosulunu saglayan a egrisine slant helis denir.

Teorem 4.2.3.1. a:1—E} sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop ¢atinin egriliklerine sahip birim

hizli binormali spacelike olan spacelike egridir. « egrisi slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter

..k .
sart Vsel igin k—l orani sabittir.
2

. I I I
Ispat. (=):a, E} de slant helis olsun. Slant helis tanimindan {N N, N2} N-Bishop ¢atisina

1 r I r 1 r
gore (N, U) =m7,(sbt) esitligi yazilabilir. (N;,u) =7, esitliginde tiirev alinirsa (N;,u) =0 olup

N-Bishop ¢atisinin (3.9) denklemlerinden
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I r
(k;N,u) =0 olur buradan <l{l,15> =0
yazilir. Buldugumuz esitlikte tekrar tlirev alinirsa; yani, (N : 15) =0 ifadesinin tiirevi
(N", iy =0

bulunur. Bu esitlikte (3.9) denklemlerini yerine yazarsak

1 1 r

(k,N, +k,N,,u)=0

esiti bulunur. Bu esitlikten

K (N,, Uy + k,(N,,0) =0
k1(771)+ k2(772) =0
kl

LR/
k, A

1 [ I
elde edilir. (N,lﬁ) =0 esitliginden le S, {Nl, N2} olup burada « egrisi spacelike oldugundan

I [ 1 1 1
N-Bishop gatisi ortonormal {N,N;,N,} olup N timelike, N, ve N, spacelike vektorlerdir.

Buna gore

b= )N, + ()N, (4.94)

esitligi yazilabilir. Bu esitlikte tlirev alinirsa

lEI = () l\r|1, I:i_ (772)’\r|2' ;
= (m)(kN) + (772)(ker)r
= [k1(771) + k2(772)] N=0

tiirevi sifir olan bir ifade bulunur ve U sabit olur. Boylece ispatin bir yonii ispatlanmis olur.

(&): :((—1 oran1 sabit kabul edelim. O halde %: n ve 1 sabit sayisina karsilik gelen 7 = 1

2 2 Ui
esitligi alinabilir. Bu esitlikten
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K __1m
k, h
k1(771) + kz (772) =0

esitligi yazilabilir. (4.94) denkleminde tiirev alinirsa

lli'=(771)[{|1’4r'(772)’{|£ ]
= (m)(k;N) + (m,)(k,N

)
= [k (7) + K ()N =0

I r
tirevi sifir olan bir ifade bulunur ve U sabit olur. Simdi (N, U) ifadesinin sabit oldugunu

gosterelim.

<N1’u> <N1'(771)N +(772)N >
—(771)<N1' N >+(772)<N1, N2>

= (771)31}'2 %& + (772)34 D l}gﬁ

=1,(sht)
buradan o egrisinin slant helis oldugunu gostermis olup ispati tamamlanr.

Teorem 4.2.3.2. a:1—> E? sifirdan farkli K, ve k, N-Bishop ¢atismnin egriliklerine sahip birim

hizli spacelike egridir. a slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

I I
det(N;,N;,N,) =0
esitligi saglanir.

Ispat. (=): «a slant helis olsun. Bu durumda :—1 sabittir. (3.9) denklemlerinden N;=kN
2

esitinin tiirevi alinirsa

N” k/ N +k N’
r
:klN +k? N1+k1k2N2
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esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar tiirev alip (3.9) denklemlerinden

r r r r r r r r r
N,"= 2k KN, +K* (K N)+K,"N +k/(k, N, +k,N,) +kKk,N, +kk N, + kK, (k,N)
r r r
= (k2 +k," + kKN +(3kk)N, + (2kk, + k;k )N,

I I I
ifadesi bulunur. Simdi buldugumuz esitlikleri kullanarak dEt<Nl', N/, Nl”) ifadesi hesaplanr;

yani,

K, 0 0
r ' r " r " 4 2
det(N;, N/, NJ) = K, K, kK,
kG +k Tkk,? 3kk 2Kk, +kik,
—k [Zkl’kzkf kK —3k12k2k1’]
— K [kszkl' - kz'kf}

= _k13 [k2k1, - k1k2,}
kz
kl

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan :—1 sabittir. O halde {—} =0 dir. Buradan

2 2
det(NJ, N7, NJ) =0

dir.
I I [
(«): det(N/,N/,N) =0 oldugunu kabul edelim.

!

roror ' '
det Ny, Ny, Ny) = —k/’k,’ [%} =0 ve buradan kjk,? [%} =0 olup {%} =0,k,#0
2 2 2

burada tiirevi sifir olan -t sabittir. O halde « bir slant helistir. Ispat tamamlanir.
2
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Teorem 4.2.3.3. «:1— E? sifirdan farkli k, ve K, N-Bishop ¢atismnin egriliklerine sahip birim
I I I
hizli spacelike egridir. « slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart det(N;, N7, Ng’) =0 esitligi

saglanir.

Ispat. (=): «a slant helis olsun. Bu durumda % sabittir. (3.9) denklemlerinden N; =k2N
2

esitinin tiirevini alirsak

r , r
Ny =k, N +k,N’

esitligi bulunur. Bu esitlikte (3.9) tiirev denklemleri yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
r T r r
Ny =k,'N +k, (kN; + KN, )
r r r
=k, N +kk,N, +k,°N,

ifadesi bulunur. Bu ifadede tekrar tiirev alinip (3.9) tiirev denklemlerini yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

I I I I I I [ [
N7'= Kk 'K,N, +kKk,'N, + kKN, +K,"N +k, N+ 2k,k,'N, +k,’N,’
r r r r r r r r
=k,'K,N, +kk,'N, + kK, (k,N)+K,"N +k," (k,N, +k,N,) + 2k k,'N, +k,?(k,N)
r r r
= (k> +k," +k,kIN + (2k k, + K,k IN, + (3k,k, )N,

I [ I
esitligi bulunur. Simdi det(N;, N, N;") ifadesini hesaplamak i¢in buldugumuz esitlikleri

determinant ifadesinde yerine yazilarak gerekli hesaplamalar yapilir; yani,
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K, 0 0
r ' r ” r m 4 2
det(N;, Nj, NJ') = Kk, kK, Kk,
k2 +k, +kk?  2kk, +kok! 3Kk,
= kz (3k1k22k2' - 2k1k22k£ - kzgkl')
= _kz(k23k1’ - klkzzkz’)
= _kzg(kzklr - klkzr)

oft
k2
kl

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan % sabittir. O halde {k_} =0 dir. Buradan,

2 2
I I I
det(Nj,N;,N7)=0
elde edilir.

I I |
(©&): det(N;, N, N;”):O esitini kabul edelim. Bu durumda,

roror '
det(N;,NJ,NJ) =k’ {ﬁ} =0

oldugundan

esitligi elde eddilir ki buradan {%} =0 oldugu goriiliir ve % sabit olur. O halde « bir slant
2

2

helistir. Ispat tamamlanr.
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Teorem 4.2.3.4. «:1— E? sifirdan farkli k; ve k, N-Bishop catisinin egriliklerine sahip birim
I I I
hizli spacelike egridir. « slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart det( N’,N”,N"’):O

esitliginin saglanmasidir.

Ispat. (=):a slant helis olsun. Bu durumda sabittir.  (3.9) denklemlerinden

7~—|>\—
2

2
1 I I
N"=kN, —k,N, esitliginin tirevini aldiktan sonra (3.9) denklemlerini yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

N’ = kN, +k,N,
T r, r r,
=k, N, +k N, +k;N, +k,N,
r r r r
=k,/'N, +k (kK,N)+k,'N, +K, (k,N)
r r r
= (k2 + kN +k'N, +k,'N,

esitligi elde edilir. Bu esitlikte tekrar tiirev alinarak (3.9) denklemlerini yerini yazip gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

I [ I I [ I I
N"" = (2kk, +2k,k, IN +(k”+KIN"+k N, +k'N,+k, N, +k,'N,’
r r r r r r r
— 2Kk + 2Kk, IN + (k2 +K,2) (N, K, N,) + kN, +K, (kN) +k,"N, +k, (k,N)
r r r
= (3k,K, +3K,K,IN + (K, +k> + kKN, + (K, +kK, +k,°)N,

Lo
esitligi elde edilir. Simdi det(N', N, N'") ifadesini hesaplamak i¢in determinant esitliginde bu
buldugumuz esitlikleri yerine yazip gerekli hesaplamalar diizenlemeler yapilir; yani,
0 K, K,
r r r , ,
det(N',N"N")=|  (k*+k,") K, K,
(3kk, +3k,k,) (k" +k2+kk,?) (K, +kK, +k,°)
=—k [(kl2 +k,2)(k," + kK, +k,*) -3k kK, — 3k2k2'2}
| (62 + e+ o) =Bl Bk, |

_ —(Sklkzzkl' +3k23k2')[%j (k2 +k,? )[kzkl” - klkz"J

2
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' 2 " '
21, 3, ! kl k1 kl 4 31, ! kl
=— — |+ = | +1||| = 4.
(3k1k2 k, +3k,’k, )(kz K 1 % K," +2k,k, K (4.95)

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan % sabittir. Buradan [:—1} =0 olup (4.95)
2

2

I I I
denkleminden det( N',N"'N ”') =0 olur ki ispatin bir yonii tamamlanir.
I [ I '
(<): det(N’, N’, N”’):O esitligi kabul edelim. Bu durumda (4.95) denkleminden {%} =0 olur
2

ve buradan L sabittir. O halde « slant helis olup ispat tamamlanr.
2

Minkowski 3-uzayinda alinan bir « spacelike egrisi slant helis olsun. O zaman N-Bishop

catisinin '(s) =T vektoriine gore kovaryant tiirev

DN =kN, +k,N,
r r

D, N, =k,N (4.96)
r r

D, N, =k,N

denklemleri yazilir. Herhangi s e i¢in N,(s) ve N,(s) vektor alanlari olup k; ve k, egrilikleri

s parametreli fonksiyonlardir.

Teorem 4.2.3.5. Minkowski 3-uzayinda alinan birim hizli bir spacelike « egrisinin bir slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r r kl” ) ) LI
D, (D;D;N,) =Dy Nl(k_+ ky +k°)+3k D;N (4.97)

1
esitligi saglanir.

Ispat. (:>) Farz edelim ki o slant helis olsun. (4.97) esitligini ispalamak i¢in (4.96)

esitliklerinden D; I{ll = k1N esitligin kovaryant tiirevini alip (4.96) esitlikleri yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,
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D; (D;N,) = Dy (k;N)
r r
=k/N +kD;N
T r r
—k'N +k (N, +K,N,)

o r
=k/N +k’N, +kkK,N, (4.98)

esitligi bulunur. (4.98) esitligin kovaryant tiirevini alip (4.96) esitliklerini yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilir; yani,

r T r r
DT(DT D; Nl) =Dr (k1 N +k12N1+k1k2N2)
r r r r r r
=k, N +K/DrN + 2Kk, N, + kDN, + (k/'k, +kik, )N, +kik, (kN )
” r ! r ! r r ! ! r
:(& +K$§)N44gE%N-+2&klN1+KfDTN1+(&k2+k$2)N2 (4.99)

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan %:sbt yazilir. Bu esitligin tlirevini alirsak
2

[kﬁJ =0 elde edilir. Bu esitlikte tlirev hesaplamasi yapip gerekli diizenlemeler yapilarak

2

kik, — kK.
122 2 _0

k2

kk, —kk, =0

ve e , (4.100)
kik, =kik;
ifadesi bulunur ve diger taraftan (4.96) esitliklerinden

1 r

N = M D, N, (4.101)
1

esitligi yazilabilir. Simdi (4.100) ve (4.101) ifadelerini kullanarak (4.99) denkleminde yerine

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilir; yani,
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, , [ r r
D, (D, D, N,) =(kl +klk22) N +k’ DN +2k1£l_{1%5 wz}kaT N,
DN

"
= (k" +kKk2)N +k D, N, +3k,'D,;N

r r
= (k," + klkf)(kl D;N,)+k°D; N, +3k'D; N

1

r klﬂ ) ) ,
=D, Nl(k_+ k; +k,°)+3k, D;N
1
(4.97) esitligi elde edilir ve ispatin bir yonii tamamlanir.
(<) : Tersine (4.97) denkleminin dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda o egrisinin slant
helis oldugunu gostermeye calisalim. Bunun i¢in (4.101) denklemin kovaryant tiirevini alarak

r 1 r
DN =D | .~D:N,

1

4 r
= leN+1DDTN1
k! k,

esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar kovaryant tiirev alarak gerekli diizenlemeler yapilir; yani,

r K 1
D,D;,N=D; |- DN+kDDN

k? |
' ! k! r 4 r 1 r
= [Ik? j D N ka' DT DT Nl _% DT DT N]_ +k_ DT DT DT Nl (4102)
1 1 1

esitligi bulunur. (4.102) denkleminde (4.97) denklemini yerine yazip gerekli diizenlemeler
yapilarak

2
kl 1 1 1 1

r A% rooK roK” r
D, DN :_(ﬁj DN, — :1 D, D, N, — :1 D, D, N +k1[DTNl(kkL+k22+k12)+3kl'DTN]

r’ r ' r ' r " 2 '
5 bN,- X, p,N, - K b o N+ DN K Kk |+ D N
% % k2 Kk, K,

' ! " 2 r ' r ’
S5 KLk oN, -2 D, o N, + KD, N
k) Kk % K,
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denklemi elde edilir. Bu denklemde (4.96) ve (4.98) denklemleri yerine yazilip gerekli
diizenlemeler yapildiginda

r Nk K2 r r ror r
D,D,N =| - % +%+i—2+k1 D,N, - ikz (k N +k 2N +kk2N2) Skkl(klN1+k2N2)
1 1 1 1 1
' ! " 2 r n2 r r li r li
|- % +%+i—2+kl D, N, - 28N i, - 2KKe N g, - 3k
1 1 1 1 1 1
kY kK roor Kk 2k)° [
= _(k_}j +F+kl+kl D, N, +k/N, + :(12 N2 % (4.103)

esitligi elde edilir ve diger yandan D, DTN ifadesi (4.96) denklemlerin tekrar kovaryant tiirevini
alarak bulunabilir; yani,

| I I
D;D;N =D (KN, +k,N, )
r r r r
=k/N, +k;D; N, +k,N, +k,D; N,

— KN, +k D, N, +k;N, + k2N (4.104)
kovaryant tiirev denklemi bulunur. Simdi (4.103) ve (4.104) denklemlerini esitleyerek

kik,
kl

esitligi yazilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilir; yani,
ki _k;
I(1 k2
Kk =kk;
k,k; —k,k;, =0
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esitligi elde edilir. Burada tiirevi sifir olan ﬁ=sbt esitligi yazilir ve buradan o« bir slant
2

helistir.

Teorem 4.2.3.6. Minkowski 3-uzayinda alinan birim hizli bir spacelike « egrisinin bir slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r r ! r
DT(DTDTN2)=DTNZ(l%+k22+k12)+3k2’DTN (4.105)

2
esitligini saglar.

Ispat. Kabul edelim ki « bir slant helistir. (4.105) denklemini ispatlamak igin (4.96)

1 1
denklemlerinden D;N, =k,N esitligin kovaryant tiirevi alinirsa

D, (D, N,) = D; (k,N)
r r
=k,'N +k,D, N

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.96) denklemleri yerine yazilirsa

r r r r
D,D;N, =k, N +k, (k,N, +k,N,)
r r r
=k, N +kk,N, +k2N,

ifadesi elde edillir. Bu esitlikte tekrar kovaryant tiirev alip (4.96) esitligi yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

D.(D,D,N,) = D(k N+kkN+kN2)
r
KON KD, N 4 2K,k k2D N, + (K, +k k!N, + ik, D, N,

D, (D, D, N,) = kN +K,D, N + 2k kN, + (k'k, +kk;)N, +kk, (k,N)+k2D,N,  (4.106)

esitligi bulunur. « slant helis oldugundan %: sbt yazilir. Bu esitlikten dolay1 (4.100) esitligi

2

(4.106) denkleminde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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D; (D;D;N,) =kN +kk,N +k;D; N +2k; (N, 5 5‘2@2)+k§DTN2
DN

= (k! +k%,)N +k2D, N, +3k.D, N (4.107)
esitligi bulunur. (4.96) denklemlerinden

r
N==D;N,

1
k2
esitligi yazilabilir ve bu esitlik (4.107) denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa

r
D; (B;DrN,) = (k£'+k12k2)(ki D:N,) +k22DTN2 +3k;,Dr N
2

r k2 2 2 ’
= DTNz(k—+k2 +k,°)+3k;D; N

2

(4.105) esitligi bulunur ve ispatin bir yonii tamamlanmis olur. Tersine (4.105) denklemini dogru

kabul edip o egrinin slant helis oldugunu bezer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.3.7. Minkowski 3-uzayinda birim hizli bir spacelike « egrisinin slant helis olmasi

icin gerek ve yeter sart

. r r k1” ) ) , r , r

i. D;(D;D,N)= DTN(E+kl +k2) +3k/D; N, +3k;D; N, (4.108)
-- r r k2” 2 2 i r ' $

ii.  Dr(D;DyN)=DiN| 2ki +k] 1+3Dr N, +3KD; N, (4.109)

2
r rfk k', ., r r
ii. D;(D;D;N)=D;N i+i+kl+k2 +3k/D; N, +3Kk;D; N, (4.110)
1 2

I, 11, 1ii durumlardan biri saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki « bir slant helistir. (4.108), (4.109) ve (4.110) esitliklerini gdstermek
icin (4.96) denklemlerinden DTN :k1Nl+k2N2 esitligin kovaryant tiirevi alinip gerekli

diizenlemeler yapilarak
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D, (D; N) D, (kN +k2N2)
r r
_kN +k,D;N +k2N2+kD N
r
=k’ N+k N+kN +kN

esitligi bulunur. Bu esitlikte tekrar kovaryant tiirev alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

D, (D, D, N) = D, (k2N + k2N +k'N, +k!N,)
r r r r r r r r
=2k k/N +k’D; N + 2k, k;N +kZD; N +k/N, +k/D; N, + kN, +k;D;N,

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.96) denklemlerini tatbik edip gerekli diizenlemeler yapilirsa

D, (D, D, N) = 2k'D, N, +2kD, N, +k?D, N + k2D, N + kN, + k’N, + kD, N, +k.D; N,

= 3K'D, N, +3k.D, N, + D, N (k2 +k2) +k'N, + kN, (4.111)
- ! ! -
denklemi elde edilir. Simdi k/N, +k,N, ifadesinin 6zdesligini bulmaya ¢aligalim. Bunun i¢in o

egrisi slant helis oldugundan % = sbht yazilabilir. Bu esitlikte tiirev alinirsa
2

esiti bulunur. Burada boliim tiirevi uygulanirsa

kl,kz — klkzl -0
k
kk, —kk,=0 (4.112)
kik, = kik;
esitligi elde edilir. (4.112) esitliginden

ki _k
S 4113
<k, (4.113)

yazilabilir. Burada ﬁ= sbt oldugundan %z sbt oldugu agiktir. Burada tekrar boliim tiirevi
2 2

uygulanirsa
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kik; —kiky

-0
%
kik; —kk; =0 @110
ik, = kK, |
K _k
kK,

esitligi elde edilir. (4.113) ve (4.114) esitlikleri géz Oniine alarak

k” k{_k

=1 __1
KKk,
ifadesi yazilir. Buradan
K_k
k, Kk,
kk, =kk) (4.115)
By k' ky k' ky b .. . ) m .
olur. (4.115) esitlikten k—l = k—2 =a yazip k—l =a Ve k—2 =a esitliklerini  k/N, +k;N, ifadesinde
1 2 1 2

kullanarak 6zdesliklerini bulalim; yani,

r k1 r kg’ r
N, + kN, = XN, + K2 g N
k

kl 2
=ak, N +ak, N
=a(k, N + kzNz)
=ab; N
k1'1\rl1 + k;’l{l2 = k—l” D, N veya kl’Nl + k;’l\rl2 = t—g D, N (4.116)
1 2

esitliklerini yazabiliriz. (4.116) esitliklerini (4.11) denkleminde yerine ayr1 ayri yazip gerekli
diizenlemeler yaparak

r r "o r r
DT(DTDTN):DTN(k12+k22)+%DTN+3kl'DTN1+3k2'DTN2
1
(K r r
= DTN(k—+k1 +k;)+3k/D; N, +3k,D; N,
1
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(4.108) esitligi bulunur. Benzer sekilde

r ro, o, kT o L
Dy (D:D;N) = DN (K +k7) +: 2Dy N +3KD: N, + 3D, N,
2

]
=D, N(—+k2+k )+3k/D; N +3k; Dy, N

2

(4.109) esitligi de bulunur. (4.110) esitligini gostermek igin

o[ KK
I(l kZ

esitini bulmaya calisalim; yani,

kl! kl! r' r k!l k"
DN (k kzj:(klN1+k2N2)[k—l+k—2j

1 2 1 2
r r 14 r "
=kN, +k)N, + Kik; N, + ik, N
k2 kl

esitligi bulunur. Bu esitlikte (4.115) esitligi yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

14 " r " "
DN a k2 k'N +k£’N2+kk2N +kk
Kk, K, .

r r r r
= Kk/N, +Kk!N, + kN, +k!N,
r r
=2(kN, +k;N, )

ifadesi bulunur. Bu esitlikten

,r "r k” k”
2(KN, +k;N, ) = DN(kl kj

r r r k” k”
kN, + kN, =D, N| — 42
2k, 2k,

esitligi bulunur. Bu esitligi (4.111) denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa
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r r r " " r r
D, (D, D,N) = D, N(k? +k?)+ D, N {2‘(; +:TZJ+3k;DT N, +3k.D; N,

1 2

r k” k” , r , r
=D, N (2;1 + 2k22 +kf +k22J+3k1DTNl+3k2DTN2

(4.110) esitligi elde edilir. Boylece ispatin bir yonii tamamlanir. Tersine (4.108), (4.109) ve

(4.110) denklemlerini dogru kabul edip o egrisinin slant helis oldugunu bezer sekilde gosterilir.

88



5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak ii¢ boyutlu Oklid uzayinda N-Bishop c¢atisina gére slant helislerin
karakterizasyonlar1 verildi. Daha sonra ii¢ boyutlu Minkowski uzaymda timelike egrileri ile asli
normali ve binormali spacelike olan spacelike egrilerinin N-Bishop ¢atisina gore slant helislerin
karakterizasyonlar1 incelendi. ileride yapilacak calismalarda Oklid ve Minkowski uzayinda

cesitli 6zel egrilerin N-Bishop ¢atisina gore farkli karakterizasyonlari incelenebilir.
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