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OZET

CIFT INDISLI FONKSIYON DIZILERININ o. DERECEDEN ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK CESITLERININ INCELENMESI

Dilan SEKER

Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Do¢. Dr. Muhammed CINAR
Ekim 2018, 45 sayfa

Bu calisma bes bdliimden olugmaktadir. Birinci boliimde bu calisma ile ilgili temel tanim,
teoremler ve calismanin tarihi verildi. Ikinci béliimde ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin farklarinin
lacunary istatistiksel yakinsakliginin daha iyi anlasilmasi i¢in tek indisli dizilerde dogal
yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, Cesaro toplanabilirlik, tek indisli dizilerin fark dizileri i¢in a.
dereceden istatistiksel yakinsakligi, reel degerli c¢ift indisli fonksiyon dizilerinde noktasal,
diizgiin ve istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaklik, reel degerli ¢ift indisli
dizilerde a. dereceden istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 drneklerle agikland:. Ugiincii boliimde
kullanilan materyal ve yontemler verildi. Dordiincii béliimde ¢ift indisli fonksiyon dizileri i¢in &.
dereceden A"- noktasal istatistiksel yakinsaklik, @. dereceden kuvvetli A,,- Cesaro toplanabilirlik,
(V, A, u) toplami, genellestirilmis de la vallee-pousin ortalamasi gibi ilgili tanim ve teoremler
verilip a,f gibi ayr1 kuvvetler i¢cin kapsama bagmtilari incelendi. Daha sonra ¢ift indisli
fonksiyon dizilerinin farklarinin &. dereceden A ve lacunary istatistiksel yakinsakligi tanim ve
teoremleri ile verildi. Besinci boliimde ise sonug ve Onerilere yer verildi. Sonug boliimiinde tezde

yapilanlar ile kisaca bilgi verilerek oneriler kisminda ise lacunary ile ilgili 6nerilerde bulunuldu.

Anahtar kelimeler: Yogunluk, Istatistiksel Yakinsaklik, Lacunary Yakmsaklik, Pringsheim
Yakinsaklik, Lacunary Istatistiksel Yakisaklik, Cift Indisli Dizi



ABSTRACT

THE INVESTIGATION OF STATISTICAL CONVERGENCE TYPES OF ORDER & FOR
DOUBLE FUNCTION SEQUENCES

Dilan SEKER

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammed CINAR
October 2018, 45 pages

This study consists of five chapters. In the first chapter, basic definitions, theorems and the date
of the work are given. In the second chapter lacunary statistical convergence of the differences of
the double function sequence in the second chapter, natural density, statistical convergence,
Cesaro summability in sequences, a for difference sequences. pointwise statistical convergence,
uniform and statistical convergence in real valued double function sequences, strong double
Cesaro convergence, real valued double sequences. are explained with examples. Materials and
methods used in the third chapter are given. In the fourth chapter, for double function sequence
A”- pointwise statistical convergence of order &, the definitions and theorems strong A,,- Cesaro
summability of order &, (V, 4, ) summation of order & are given and inclusion relations for o,
are examined. Generalized la vallee-pousin mean averages are given and the inclusion relations
for separate forces such as a, 8 are examined. Then the differences of the double indices of
function sequence are given by lacunary statistical convergence definition and theorems. In the
fifth chapter, conclusions and recommendations are given. In the conclusion section, the

information on the thesis and the lacunary are suggested.

Keywords: Density, Statistical Convergence, Lacunary Convergence, Pringsheim Convergence,

Lacunary Statistical Convergence, Double Sequence
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1. GIRIS

Reel degerli tek indisli fonksiyon dizilerinde tanimlanan yakinsaklik tiirleri Analizde ¢ok
caligilan bir konudur. Bu yakinsaklik tiirlerinden en iyi bilinenler noktasal yakinsaklik ve
diizgiin yakimsakliktir. Fakat Analizde ¢ok iyi bilinen bu yakinsaklik tiirleri gibi noktasal
olarak yakinsamayan fonksiyon dizilerinin yakinsakligin1 bagka tiir yakinsaklik modelleri ile
karakterize etmek gerekir. Bunun icin noktasal yakinsakliktan daha zayif olan yakinsaklik
tiirlerine ihtiyag vardir. Bunlar; istatistiksel yakinsaklik, Lacunary yakinsaklik gibi yakin-
saklik tiirleridir. Istatistiksel yakinsaklik tanim ilk olarak 1951 yilinda birbirinden bagim-
siz olarak Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafindan verildi. Bu yakinsaklk tipi klasik anlamda
yakinsakligin bir genellesmesi olup pozitif tamsay: kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina
dayanmaktadir. Istatistiksel yakinsaklik giiniimiize kadar bircok matematikcinin tizerinde
calismis oldugu ve halen calisilmakta olan bir konudur. Istatistiksel yakimsaklik; Schoenberg
[3] ,Fridy [4] , Connor [5] , Mursaleen [6], Fridy ve Orhan [7], Moricz [8], ve daha bir¢ok
matematikci tarafindan ¢aligildi. Derece dahil edilerek, bir dizinin «. dereceden istatistiksel
yakinsakhigr Gadjiev and Orhan [10] tarafindan verildi. Daha sonra bir dizinin «. dereceden
kuvvetli p—Cesaro toplanabilirligi Colak [9] tarafindan tanimlandi. «v. dereceden istatistiksel
yakinsaklik ile birlikte caligildi. Ayrica istatistiksel yakinsakligin genellegtirilmis bir hali olan
a. dereceden \—istatistiksel yakinsaklik Colak ve Bektas [12] tarafindan ¢aligildi.

Cift indisli dizilerin A— istatistiksel yakinsakhg Mursaleen [32], Lacunary istatistiksel
yakinsaklik ise M. Crnjac [13] ve daha sonra Richard. F. Patterson ve Ekrem Savag [14]

tarafindan incelenmistir.



1.1 Temel Tanim Ve Teoremler

Tezin bu boliimiinde sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tamm ve teoremleri
verecegiz.

1.1.1 Tanmim: A bostan farkli bir ciimle ve T reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+ : AxA—- A
TxA—A

fonksiyonlar agagidaki ozellikleri sagliyorsa A ciimlesine T' cismi iizerinde bir vektor (lineer)
uzay1 denir. Her \, u € T ve a, b, c, € A i¢in,
Ll)a+b=b+a
L2)(a+b)+c=a+ (b+c¢)
L3)Va € A i¢in a + 0 = a olacak sekilde bir 6 € A vardir.
L4) Her bir a € A igin a 4+ (—a) = 6 olacak sekilde bir —a € A vardur.
5)l.a=a
)
)
)A

!

1.
L6)A(a+b) = Aa+ \b
L) A+ p)a = Aa+ pa
L8)A (pa) = (M) a dir [17].

1.1.2 Tanim: A, R cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
Il :A—=R

fonksiyonu agagidaki ozellikleri sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna A iizerinde bir norm ve (A4, ||.||)
ikilisine de bir normlu uzay denir.

ND)llal| = 0(a € A)

2)|lall=0<a=16,(a € A)

N3)|[aal| = |alllall, (a € T\a € A)

N4)|la + b < llafl + [l (a, b € 4) dir [17].

Bir (A, ||.||) normlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina yakinsiy-
orsa bu uzaya tam normlu uzay denir, tam normlu uzaya Banach uzay1 da denir [17].

Kompleks terimli tiim = = (z), (k = 1,2,3,...) dizilerinin ciimlesini w ile gosterecegiz.

r = (zx),y = (yx), diziler ve « bir skaler olmak iizere,

r+y = (Tp+ yi)

ar = (axy)



seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydair.

Bu calismada sik sik kullanacagimiz,

lo = {x = (xk) : sup |zx| < oo}
k
sinirls,
c= {x = (xg) : liin Ty, vardlr}
yakinsak ve,
Cco = {x =Ty liinxk = 0}
sifir dizileri uzay,
||| = sup ||
k

normu ile birer Banach uzayidir [17].

(1.1)

1.1.3 Teorem: Y bir X Banach uzaymin alt uzay: olsun. Y 'nin tam olmasi i¢in gerek

ve yeter sart Y'nin X’de kapal olmasidir [17].

1.1.4 Teorem: (X,d) bir metrik uzay A C X ve A, A’'nin kapanigini gostersin. Bu

durumda 2 € A olmasi igin gerek ve yeter sart z,, — x olacak sekilde A’da bir (x,,) dizisinin

mevcut olmasidir [17].

1.1.5 Tamim: Eger A # @ |, {1,2,3,...,n} kiimesine birebir 6rten bir f fonksiyonu

varsa A kiimesine sonlu kiime denir. Eger birebir érten bir f : A — Z* fonksiyonu varsa A

kiimesine sayilabilir kiime denir [17].

1.1.6 Tanim: X bos olmayan bir ciimle olsun.
d: X xX —>R

fonksiyonu, her z,y, z € X icin
Ml)d(z,y) =0 x=y
M2) d(z,y) = d(y, )
M3) d(z,y) < d(z,z) +d(y,z2)

sartlarim saghyorsa d’ye X’de bir metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay denir [17].

1.1.7 Tanum: (X, d) bir metrik uzay, o € X ve r > 0 bir reel say1 olsun,

B (zg,r) = {rx € X :d(z,z) <7}

Blzg, 7] = {x € X :d(zo,z) <7}

3



kiimelerine sirasiyla xg merkezli r yarigapl bir acik yuvar, xy merkezli r yaricaph bir kapali

yuvar denir [17].

1.1.8 Tanmim: X bir metrik uzay ve A C X olsun.Her z € A i¢in B (z,r) C A olacak
sekilde bir r porzitif sayis1 varsa A ya X in acgik alt ciimlesi veya A, X de aciktir denir. X in

B altciimlesinin X deki tiimleyeni, yani
B°=X-B
X de agik ise B ciimlesine kapalidir denir [17].

1.1.9 Tanmim: (X, d) bir metrik uzay ve A, X’in bir alt kiimesi olsun. X’in A’y1 igeren

kapali kiimelerinin en kiiciigiine A'nin kapamsi denir ve A ile gosterilir [17] .

1.1.10 Tanum: (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt ciimlesi olsun. A nin kapanisi
X e egit yani A = X ise, A ctimlesine X’de yogundur denir. Eger X in sayilabilir yogun, bir

alt ciimlesi varsa X ’e ayrilabilir kiime denir [17].

1.1.11 Tanim: Bir (X, d) metrik uzay ve (z,), X' de bir dizi olsun. Ve > 0 sayist i¢in,
m,n > N oldugunda

d(zpm,x,) <€

olacak gekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 varsa, (z,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [17].



2. ONCEKI CALISMALAR

2.1 istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik tanim Fast [1] tarafindan gahgildi. Daha sonra Schoenberg [3]
tarafindan istatistiksel yakinsaklik toplanabilme metodu olarak incelendi. Istatistiksel yakin-
sakhigin bazi temel 6zellikleri verildi. 1985 de Fridy [4] tarafindan istatistiksel Cauchy tanimi
verilerek istatistiksel yakinsaklik bir regiiler toplanabilme metodu olarak calisildi. Sonraki
zamanlarda istatistiksel yakisaklik Connor [5], Maddox [20], , Gadjiev ve Orhan [10] tarafin-
dan ¢aligildi. a.dereceden kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlik Colak [9] tarafindan verildi. «.
dereceden istatistiksel yakinsaklik ile olan iligkisi caligildi.

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik, . dereceden istatistiksel yakinsaklik ve 6zellikleri

incelenecektir.
2.1.1 Dogal Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde dogal yogunluk kavrami ve dogal yogunluk yardimiyla istatistiksel yakin-
saklik kavrami verilecek ve bazi 6zellikleri incelenecektir.
Bir A C N alt ciimlesinin n den kiigiik veya egit pozitif tamsayilarim sayisim A (n) ile

gosterelim. Dogal yogunlugun tanimimi agagidaki gibi verebiliriz.
2.1.1.1 Tanim: Bir A ciimlesinin asimptotik yogunlugu,

5 (A) = lim inf A0

n—00 n

olarak tammlanir. (A (n) /n) dizisi bir limite sahip ise A ciimlesinin dogal yogunlugu,

5(4) = lim 2

n—00 n

seklinde tanimlanir. Eger 6 (A) = 0 ise A ciimlesine sifir yogunluklu ciimle denir [22].

2.1.1.2 Teorem: Her bir n i¢in a,, € N ve (a,) — +oo olmak iizere, K = (a,) ise bu

taktirde;
01 (K) = lim inf -
n—00 Ay,
dir. Eger 0 (K) mevcut ise,
§(K) = lim -

n—00 Oy,



dir [22].
2.1.1.3 Tamim: Eger x = (x}) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir ciimle harig biitiin
k’lar i¢in herhangi bir P 6zelligini sagliyorsa, (xy) dizisi hemen hemen her k igin P 6zelligini

sagliyor denir ve ”h.h.k.” seklinde gosterilir [4].
2.1.1.4 Tanmim: = = () kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 igin,

1
lim —{k<n:jzx—L| >} =0 (2.1)

n—oo M

yani h.h.k. i¢in |z, — L| < € ise © = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

Burada kiime sembolii digindaki dikey ¢izgiler kiimenin eleman sayisini gosteriyor. = = ()

dizisinin L’ye istatistiksel yakinsak ise S —limx = L veya x;, — L (S) yazilir [4] .
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. L = 0 olmasi halinde sifira istatistiksel

yakinsak dizilerin uzay: Sy ile gosterilir. Buna gore,
1
S = {x:(xk): lim — |{k <n:|z,— L 25}|:0,her5>0veenazbirLigin}
n—oo M,

dir. Buradan yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir. Fakat istatistiksel

yakinsak her dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Gergekten,

VE, k=m2m=1,2,3,...
1, k£m?m=1,2.3,...

seklinde tanimlanan = = (zy) dizisini gozoniine alalim. x = (zy) dizisi 1’ e istatistiksel yakin-
saktir fakat sinirli olmadigindan yakinsak degildir. Sinirli bir dizi de istatistiksel yakinsak
olmayabilir. Bunun igin,

z=(1,0,1,0,1,0,...)

dizisi gbzoniine alinirsa x = (xy) dizisinin sinirh ancak istatistiksel yakinsak olmadig: goriiliir.
Istatistiksel yakinsak bir dizinin istatistiksel limiti tektir, yani S —limz = L;, S —limz =

LQ ise L1 = L2 dir [4] .

2.1.1.5 Teorem: = = (x1),y = (yx) istatistiksel yakinsak diziler ve a herhangi bir reel
say1 olsun. Bu takdirde,

i) x = (xy) dizisi L, sayisina istatistiksel yakinsak ise (axy) dizisi aL; sayisina istatistiksel
yakinsaktir.

i1) x = (z) dizisi L, sayisina istatistiksel yakinsak ve y = (yx) dizisi Lo sayisina istatis-

tiksel yakinsak ise (zj + yi) dizisi L1 + Lo sayisina istatistiksel yakimsaktir [3].

6



2.1.1.6 Tanim: ¢ > 0 olsun. h.h.k. i¢in |z, — xy| < € olacak gekilde bir N = N (¢)
dogal sayis1 varsa, yani

1
lim —|{k<n:|zy—azy| >} =0

n—oo M

ise © = (z},) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [20].

2.1.1.7 Teorem: Bir x = () dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir

[20] .

2.1.1.8 Tanim: A ile pozitif sayilarin A\,; < A\, +1, A\; = 1 6zelligini saglayan sonsuza
giden ve azalmayan A\ = ()\,) dizilerinin kiimesini gosterelim. I, = [n — A\, + 1,n| olmak
lzere,

A € A ve € > 0 verilsin.

1
lim >\—|{k€In:|a:k—L|2€}|:O

n—o0 n

ise © = (xy) dizisi L'ye A\— istatistiksel yakinsaktir veya L’ye S\— yakinsaktir denir. Bu
durumda S\ — limz = L veya zy — L (S)) yazilir [32].

2.1.1.9 Tanim: ky = 0, r — oo iken h, = k, — k,_; — oo olacak sekilde 6 = {k,} artan

tamsay1 dizisine lacunary dizisi denir. ¢, = kkil olarak alinacaktir.

I, = (k._1, k] ve 0 bir lacunary dizisi olmak iizere Ve > 0 igin,
. 1
lim h_’{kE]r:|xk_L| >e} =0

ise z say1 dizisi L’ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda Sy — limx = L

veya z, — L (Sp) ile gosterilir.
Sp = {x: baz1 L i¢in, Sy — limz = L}

olarak tanimlanr [7].



2.1.2 Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik
2.1.2.1 Tanim: x = (x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun.
i & i I
im— % zp=
[t '

olacak sekilde bir L sayisi1 varsa x dizisi L’ye Cesaro toplanabilirdir denir. Cesaro toplanabilir

dizilerin ctimlesi o, ile gosterilecektir. Buna gore,

1 n
o1 = {x = (xy) : lim — E (x, — L) =0, en az bir L igin}
n
k=1

dir. Eger x dizisi L’ye Cesaro toplanabilir ise 01 — limx = L ile gosterilir [3].

2.1.2.2 Teorem: = = (xy) dizisi i¢in limx = L ise 0y — limx = L dir [3].
Bu teoremin tersinin dogru olmadigim gostermek icin (z,,) = (1 + (—1)") dizisini gozoniine

alalim. Bu dizi 1’ e Cesaro toplanabilirdir fakat yakinsak degildir.

2.1.2.3 Tanim: = = () kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger,

1 n
lim — E |z, — LIP =0
n
k=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa z dizisi L’ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir. Bu
durumda w, —limz = L yazilir. Kuvvetli p—Cesaro yakinsak dizilerin ciimlesi w, ile goster-

ilecektir. Yani,

NSRS R
Wy = {:c = (xg) : hmﬁ ,;1 |z, — L|" =0, en az bir L 1(;111}
dir [5].

2.1.2.4 Teorem: 0 < p < oo olsun. Bu taktirde
i) w, —limz = L ise S — limz = L dir.

it) S —limx = L ve x € l ise w, — limz = L dir [5].



2.2 Fark Dizi Uzaylar:

2.2.1 Fark Dizi Uzaylarina Giris

Fark dizi uzaylar1 kavram ilk olarak H. Kizmaz [16] tarafindan tanimlandi.1981 yilinda
Kizmaz,x = (x;) kompleks terimli bir dizi ve Az = (Axy) = (xx — x541),k € N olmak

luzere,

lo(A) = {z=(2): Az €},
c(A) = {x=(x): Az €},
co(A) = {x=(zx): Az € o},

ile fark dizi uzaylarin1 tanimladi. Bu uzaylarin,
[zlla = lza] + [|Az][
normu ile birer Banach uzay1 olduklarini gosterdi.
Et ve Qolak [30] , x = (x}) kompleks terimli bir dizi m € N,

Az = (z1), Az = (2 — Tp41)

A"y = (Am’lxk — Am71$k+1) ;

olmak iizere,

dizi uzaylarii calisti. Bu uzaylarin

m
lzlla =D lzil + A7z,
i=1

normu ile bir BK uzay1 olduklarini gostermiglerdir.
Daha sonra Et ve Nuray [26] X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere fark dizi uzaylarim

genellestirerek bu uzaylarin cesitli 6zelliklerini incelemiglerdir.
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2.2.1.1 Teorem: Eger X bir lineer uzay ise X (A™)’ de bir lineer uzaydir [26] .
2.2.1.2 Teorem: Eger X C Y ise X (A™) C Y (A™)’dir [26].

2.2.1.3 Teorem: X bir lineer uzay ve A C X olsun. Bu takdirde A konveks ise A (A™)

uzayl X (A™) uzayma konvekstir [29].

2.2.1.4 Teorem: Eger X lineer uzayi||.|| normu ile bir Banach uzay ise X (A™) uzay1

da
l2llp =D ] + [|A™ x|
i=1

normu ile bir Banach uzayidir [26] .
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2.3 Cift Indisli Dizilerde Yakinsaklik

2.3.1 Tanim: = = (xj;) bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger j — oo ve k — oo iken

7,keN

z;, — L olacak sekilde bir L sayis1 varsa = = (1) dizisine Pringsheim anlaminda

j,keEN
yakinsaktir denir. Bu durumda,

lim z;, = L
J,k—o0

olarak yazariz. Bir ¢ift indisli dizinin yakinsakligindan Pringsheim anlamindaki yakinsakligini

kastedecegiz [23].

Agikca © = (xj)) cift indisli dizisinin Pringsheim anlaminda yakinsak olmasi igin gerek

ve yeter sart her e > 0 igin bir ng = ng (¢) vardir dyle ki biitiin j, k > ny igin,
|z — L| <e

dir. L limitine ¢ift limit veya 2’in Pringsheim limiti denir. [23]
Yakinsak her dizi sinirli olmasina ragmen P—yakinsak bir ¢ift indisli dizinin sinirlh olmasi

gerekmez. Ornegin genel terimi,

1, j=11se
Tjk = 7, k=2 ise

0, diger durumlarda

seklinde tammh = = (z,;) dizisi igin P — lim = 0 fakat bu dizi sinirh degildir.

2.3.2 Tanim: x = (x;) bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in p, q, j, k > ng

j,kEN
oldugunda,

|Tpg — Tk <
olacak sekilde bir ny € N varsa « = () cift indisli dizisine Cauchy dizisi denir [23].

2.3.3 Teorem: Kompleks terimli (z;;;) ¢ift indisli dizisinin Cauchy dizisi olmas igin

gerek ve yeter gsart yakinsak olmasidir [23].

2.3.4 Tanim: A C N x N pozitif tamsayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
(%) ¢ift indisli dizisi Pringsheim anlaminda bir limite sahip ise, A kiimesinin bir ¢ift
dogal yogunluga sahip oldugu soylenir ve

LA m)

n,m—00 nm

— 52 ()
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seklinde tanimlanir.
Burada A (n,m) = {(j,k),j <nvek <m: (jk) € A} ve|A(n,m)|, A C NxN kiimesinin
eleman sayisii gosterir [6].
Ayrica,
I (A%) =02 (NXN—-A)=1-6,(A)

oldugu agiktir. Agikardir ki N x N’nin tiim sonlu alt kiimeleri sifir ¢ift dogal yogunluga

sahiptir. Bununla birlikte bazi sonsuz alt kiimeleri de sifir yogunlukludur.
2.3.5 Ornek:
A={(,k):j€[3",3+p) ve ke [39,3"+q) p,q=1,2,...}

kiimesi sifir ¢ift dogal yogunluga sahiptir.

Burada 6zellikle sifir ¢ift dogal yogunluga sahip N x N’nin bir alt kiimesi ile ilgilenecegiz.

2.3.6 Tanim: x = (x ;) cift indisli dizisi sifir yogunluklu ciimle harig diger biitiin(j, k) lar
icin bir P ozelligini saghyorsa, () dizisi hemen hemen her (j, k) i¢in P ozelligini sagliyor

denir ve h.h. (j, k) seklinde gosterilir [6] .
2.3.7 Tanim: z = (x;) reel terimli bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger her ¢ > 0 igin;

1
lim — |{(,k),j<nvek<m:|zjy—L|>¢c}|=0
n,m—oo NM

yani h.h. (j, k) icin;
|$jk — L| <€
ise x = (xj;) ¢ift indisli dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu durumda sty — A}fim zj, = L seklinde yazilir [6].
]7 —00

2.3.8 Tanim: x = (z;;) bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger
LSS

ise © = (zj;) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir denir [8].

2.3.9 Tanim: z = (x;) bir ¢ift indisli dizi ve p de bir pozitif reel say1 olsun. Eger
1 n m
li — w— L =0
n,’nililoo nm ; kZ; |xjk ‘
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ise x = (xj;) ¢ift indisli dizisi L sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir [6] .
Istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli p—Cesaro yakinsaklig1 gerektirir fakat bunun tersi dogru

degildir. Asagidaki 6rnek bunun tersinin dogru olmadigini1 gosterir.
2.3.10 Ornek: z = (z;;,) cift indisli dizisi

k, 7 =1 her k icin
Tjk = J, k=1 her j i¢gin

0, diger durumlarda

olarak tamimlansin. Burada

],k‘—*OO

fakat

. 1 = — ; 11
n7g§m%;;%k:n’ggm%§(m2+n2+m+n—2)

ifadesi sonlu bir limite sahip degildir. Bu yiizden x = (z;;) dizisi Cesaro yakinsak degildir.

Ustelik Kuvvetli p—Cesaro yakimsak da degildir. Fakat

1 1
lim —— [{(j.k) : ey — 0] > e} = lim T g

n,m—oo NIM n,M—00 nm

dir. Yani x = () dizisi 0’a istatistiksel yakimsaktir [6].

2.4 Reel Degerli Cift Indisli Fonksiyon Dizilerinde Noktasal, Diizgiin Ve Ista-
tistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde terimleri reel degerli olan { f;;} ¢ift indisli dizileri ile ¢alisacagiz. Elemanlar:
fonksiyonlar olan ¢ift indisli diziler, tek indisli reel degerli fonksiyon dizilerine benzer sekilde
tanimlanir.

Tek indisli fonksiyon dizilerinde noktasal ve diizgiin istatistiksel yakinsaklik kavrama,

Gokhan [15],Giingor [33], Duman [31] tarafindan verildi.
2.4.1 Noktasal Ve Diizgiin Yakinsaklik

2.4.1.1 Tanim: {f;;} fonksiyonlarm bir ¢ift indisli dizisi ve S C R olsun. Her z € S ve
her € > 0 i¢in j, kK > N oldugunda

|fir (x) = f(2)] <e
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olacak gekilde bir N (x,¢) pozitif tamsayis: varsa, { fj;} ¢ift indisli dizisi f’ye noktasal yakin-
saktir denir. Sembolik olarak j}ﬂigloo fir (x) = f (x) veya fj — f seklinde gosterilir.

f fonksiyonuna, {f;;} dizisinin ¢ift limit fonksiyonu veya Pringsheim limit fonksiyonu
denir. Bu durumda { f;;,} dizisinin S kiimesi tizerinde f’ye noktasal yakinsak oldugunu soy-

leriz [25].

2.4.1.2 Teorem: {f;;},S kiimesi tizerinde tamimh fonksiyonlarin bir ¢ift indisli dizisi

olsun. S kiimesi iizerindeki Pringsheim limit

lim f (z) = f (z)

J,k—00

ise her j, k : N — N kesin artan fonksiyonlar olmak tizere S kiimesi iizerinde

lim o ke (2) = f(2)

T—00

dir [25].

2.4.1.3 Tanim: {f;;}, bir S kiimesi tizerinde f’ye diizgiin yakinsak fonksiyonlarm bir
dizisi ise, her £ > 0 i¢in bir N = (N (g)) sayis1 vardir yle ki j, k > N ve S kiimesi tizerindeki
biitiin z’ler i¢in
| fin (@) = [ (z)| <e
dir. S kiimesi iizerindeki diizgiinliik j}giinoo fix (x) = f(x) veya fj, — f seklinde gosterilir
[25] .
Asagidaki teorem herhangi bir {f;;} dizisinin diizgiin yakinsak olup olmadig1 hakkinda

bilgi verecektir.

2.4.1.4 Teorem: [ = [a,b] C R tizerindeki stirekli fonksiyonlar f ve fj, (j,k=1,2,3,...)
olsun. Bu taktirde
i (@) = £ (@)
I iizerinde diizgiin yakinsak olmas: icin gerek ve yeter sart c;;, = maxyes |fjr (z) — f (2)]
olmak {izere

hm Cjk = 0
J,k—o00

olmasidir [25].

Ispat: Kabul edelim ki I {izerinde

lim fi (z) = f(z)

J,k—00
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diizgiin yakinsaktir. her j, k € N icin |fj; (x) — f (x)|, I tizerinde stirekli oldugundan en az

bir x;, € I noktasinda mutlak maksimum degere sahiptir. Yani

cin = |fu (zn) — f(zu)l, e = |far (z21) — f(z21)] - -

olacak sekilde x11, 12, ..., Z1k, ..., T21, ..., Tj, ... € I mevcuttur. Boylece

yazabiliriz. Diizgiin yakinsakligin tammindan her € > 0 ve biitiin j, k > N (¢) igin

|fie (x) — f o) <e

dir. Dolayisiyla

hm Cik = 0
J,k—00

dur.
Agikga S kiimesi tizerindeki ayni f limitine sahip diizgiin yakinsaklik noktasal yakinsaklig

gerektirir. Agagidaki 6rnek bunun tersinin dogru olmadigin gosterir.

2.4.1.5 Ornek:

272
 Jk*x
fjk (.13) - 1 —|—j3]{33[L’2

{fir}, f = 0’a noktasal yakinsaktir. Fakat (0,1) araliginda diizgiin yakinsak degildir. Ciinkii

. . Vik
lim ¢ = lim ——
. J .
J,k—o0 j,k—o00

z e (0,1)

yakinsak degildir [25].
2.4.2 Cift Indisli Fonksiyon Dizilerinde Istatistiksel Yakinsaklik

2.4.2.1 Tanim: Bir S kiimesi tizerinde {f;} fonksiyonlarmm bir ¢ift indisli dizisi olsun.
Eger her € > 0 ve her bir (sabit) z € S i¢in
. 1 , ,
lim —[{(j,k),j <nvek<m:|fj(z) = f(2) 2 e} =0

n,m—oco NI

ise {fjx} ¢ift indisli fonksiyon dizisi f’ye noktasal istatistiksel yakinsaktir denir [25].
Yani her bir (sabit) x € S ve h.h. (j, k) i¢in

|[fir (2) = [ (z)| < e
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dir. Bu durumda S kiimesi tizerinde sty — lim fj;, () = f(x) veya fj e f yazanz. f

fonksiyonuna { f;;} fonksiyon dizisinin ¢ift istatistiksel limiti veya Pringsheim istatistiksel

limiti denir. Aciktir ki S kiimesi tizerinde ‘}cim fir (x) = f(2) ise sty — lim fj;, () = f (x)
J,k—00

dir. Fakat bunu tersi dogru degildir.

2.4.2.2 Ornek: = € R — [1, 1] olmak iizere

fir (x) (—2)", j €337 +p) vek €[39,37 +¢) pg=1,2,3,...
Jk -

0, diger durumlarda

olarak tamimlansin. Her bir (sabit) x € R — [1,1], j,k=1,2,3,... igin

I T pa(p+1)(g+1)
Jm — [{(j, k) j < nvek <m:|fi(z) = 0] 2 e} < 4,30+

—0

dir. Sonug olarak

Stg — lim fjk (IL’) =0

dir. Fakat lim fj; (z) mevcut degildir [25].

J,k—00
2.4.2.3 Teorem: {f;;} ve {g;1},S kiimesi iizerinde tamimh fonksiyonlarin iki ¢ift indisli
dizisi olsun: Eger S kiimesi iizerinde sty — lim fj (z) = f (x) ve sty — lim gjj, (z) = ¢ (z) ise

a, f € R olmak iizere

sty — lim (afji (2) + By () = af (x) + Bg (x)

dir [25].
Ispat: Her bir z € S ve a, 8 € R icin

tim_Jaf (@) + Bg (¢) — (af (@) + By (@)
— lim Ja(fie (@)~ £ (@) + 6 (g3 (2) = 9 )
< lim lallfe (@) = @) + lim_[8]lgp () — g (@) -0
dir. Sonug olarak
sty —lim (afy () + By (1)) = of (=) + B (x)

dir.

2.4.2.4 Teorem: S kiimesi iizerinde {f;;} cift indisli fonksiyon dizisi bir f () fonksiy-

onuna istatistiksel yakinsak olmas i¢in gerek ve yeter sart her bir (sabit) = € S i¢in
K ={{(;k)} ENxN, j k=123, ..}
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alt kiimesi vardir oyle ki

2 (K) =1 ve lim (@)= f (2

(k)R

dir [25].

2.4.2.5 Sonug: Eger S kiimesi iizerinde sty — ‘}cim fir (x) = f(x) ise bir {g;x} dizisi
J? —00
vardir 6yle ki her bir (sabit) z € S igin

lim g (x) = f (x) ve 62{(j, k) : fir (¥) = gju (x)} =1

J,k—00

dir. Yani her bir (sabit) z € S ve h.h. (j, k) igin
i (x) = gjn (x)
dir [25].

2.4.2.6 Tanim: Bir S kiimesi tizerinde { f;x } ¢ift indisli fonksiyon dizisi her ¢ > 0 ve her
x € S igin
: 1 : ,
lim —|{(j,k),j <nvek<m:|f(z)=f(z)|>e} =0

n,m—oo NI

ise {fjx} ¢ift indisli fonksiyon dizisi f’ye diizgiin istatistiksel yakinsaktir denir. [25]
Yani her x € S ve h.h. (j, k) i¢in

| fir () = f ()] <€ (2.4)
dur. Bu durumda S kiimesi tizerindeki diizgiin yakinsaklik,
sty — j}fiinoo fin (x) = [ (z) veya fi Bf

seklinde gosterilir [25].

Teorem 2.4.2.3’ten diizgiin istatistiksel yakinsakligin tanimi su sekilde verilebilir.

“S kiimesi {izerinde fj e f’ye diizgiin istatistiksel yakinsaktir< Ve > 0, her x € S
icin, 3K C N x N, 05 (K) = 1 ve 3 (ng,mg) € K vardir ng = ng (€),mg = mq (), dyle ki
Vi > ng, k> mg ve (j,k) € K igin

| fir (x) = f(z)] <e
dir.”
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2.4.2.7 Teorem: f ve fjx, j,k=1,2,3,...,1 = |a,b] C Riizerindeki siirekli fonksiyonlar

olsun. I iizerinde sty — j}{iinoo fir (z) = f (x)’e diizgiin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeter sart

Cjk = Tglg}dfjk () = f ()|
olmak tizere sty — j}ﬂiinoo ¢jr = 0 olmasidir [25].

Ispat: Ispat teorem 2.5.2.4%¢ benzer sekilde yapilir. Agik olarak tiim sonlu (j, k)’lar igin

(2.4) esitsizligi gergeklenir. S kiimesi iizerindeki diizgiin yakimsaklik

lim f (z) = f (z)

J,k—00

S kiimesi tizerindeki istatistiksel yakinsaklig

sto — lim fi, (x) = f (2)

Jsk—00

gerektirir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

2.4.2.8 Ornek:

1, Eger j=p*>vek=q¢*p,q=1,2,3,...

fir (2) = NN
(x — .—k> , diger durumlarda
J

olsun. x € [-1,1],5,k = 1,2,3,... olmak iizere {f;x}, f (x) = 2%¥ye diizgiin istatistiksel
yakinsaktir. Ciinkii

sty — lim ¢jp, =0

J,k—o0
duir [25].
Burada
1, Eger j = p? ve k = ¢* =1,2,3,... 1
Cjr = max |fgk (z) — LEQ‘ _ , LEer j =p- ve q p,q 1459, 1s€
ze[=1.1] jlk + jglkz,, diger durumlarda

dir. Fakat [—1, 1] arahginda { f;;, } diizgiin yakinsak degildir. Ciinkii lim ¢, mevcut degildir.

Jk—00
Ustelik S kiimesi iizerinde diizgiin istatistiksel yakinsaklik, ayn1 f limitine noktasal is-

tatistiksel yakinsakligi gerektirir. Fakat tersi dogru degildir. Bunun i¢in asagidaki 6rnek

verilebilir.

2.4.2.9 Ornek:

1, je37,3+p), p=1,2,3,...k €N
fir (z) = .

Tipigz, diger durumlarda
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olsun. z € (0,1),j,k = 1,2,3,... olmak tizere {fj;} cift indisli fonksiyon dizisi, f (z) = 0’a
noktasal istatistiksel yakinsaktir. Fakat {f;;}, teorem 2.5.2.7’ye gore diizgiin istatistiksel
yakinsak degildir. Ciinkii
1L, je33+p),p=123,... keN
Cik = max) | fir () — 0] =

x€(0,1 ‘/TE, diger durumlarda

ve sty — %im cjr meveut degildir [25].
Jik—00

2.4.2.10 Sonug: S kiimesi iizerinde

7) j}ciinoo fik (z) = f (x)’e diizgiin yakinsank = j}ciinoo fik () = f(z) = stz—j}ciinoo fir (z) =
f (x) dir.

i1) j}cigloo fir (x) = f (x) diizgiin yakinsak = St2_j,£gloo fir (x) = f (x) diizgiin istatistiksel

yakinsak ise = sty — ‘}Cim fir (x) = f (x) dir [25].
J,k—00

2.4.2.11 Tanim: Bir S kiimesi tizerinde { fj} bir ¢ift indisli fonksiyon dizisi olsun. Eger
her ¢ > 0 igin N = (N (¢)) ve M = (M (¢)) sayilar1 mevcut 6yle ki h.h.(j, k) ve her bir
(sabit) x € S igin
|fin () = fvar ()] < €

ise {fjx} ¢ift indisli dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani, her bir (sabit) z € S igin

lim (k) .j <nvek <m: (@) — fuu (2)] = <} =0

n,m—oo NI,

dur [25].

2.4.2.12 Teorem: S kiimesi tizerinde { f;;} bir ¢ift indisli fonksiyon dizisi olsun. {fjx},
noktasal istatistiksel yakinsak olmas i¢in gerek ve yeter sart { f; } , istatistiksel Cauchy dizisi

olmasidir [25].

2.4.2.13 Teorem: {f;;},S kiimesi tizerinde tamimh fonksiyonlarin bir ¢ift indisli dizisi
olsun. S kiimesi iizerinde agagidaki ifadeler denktir.

i){fjr}, f (x)’e noktasal istatistiksel yakinsaktur.

i1) { fjx} istatistiksel Cauchy dizisidir.

i11) { fr} dizisinin bir {g;x} alt dizisi vardir dyle ki lim; ;. gjx (x) = f (z) dir [25].

2.5 Reel Degerli Cift Indisli Fonksiyon Dizilerinde Kuvvetli Cesaro Yakinsak-
hik (A, ) — Istatistiksel Yakinsaklik Ve Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik
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Bu boliimde reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizileri igin kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaklig
tammlayacagiz. Ayrica reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizileri igin (\, p) — istatistiksel

yakinsaklik ve ¢ift lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimini verecegiz.
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2.5.1 Tanim: {fj;}, her bir j, k € N icin f;; fonksiyonlar: bir S C R {izerinde taniml,

reel degerli fonksiyonlarin bir ¢ift indisli dizisi olsun. Eger her bir z € S igin

o m % S (@) = f@)]=0

j=1 k=1
olacak sekilde f (x) fonksiyonu varsa { f;; } cift indisli fonksiyon dizisi f’ye S tizerinde kuvvetli

¢ift Cesaro yakinsaktir denir.

2.5.2 Ornek: fj;, (z) = 555, 2 € R olarak tanimlanan {f;;} cift indisli dizisi S = R

iizerinde f (x) = 0 fonksiyonuna kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaktur.

2.5.3 Teorem: Eger S iizerinde tamimh sinirh bir { fj;,} ¢ift indisli dizisi f’ye Pringsheim
anlaminda yakinsak ise {fj,} ¢ift indisli dizisi f’ye kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaktir.

Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani {f;;} cift indisli fonksiyon dizisi f’ye S
tizerinde kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsak olmasi {f;;}, cift indisli fonksiyon dizisinin f’ye S

iizerinde yakinsak olmasimi gerektirmez. Bunu agagidaki ornek ile gosterelim.

2.5.4 Ornek:
x, n,m=1,2,3,..., i cift olmak iizere j = 10" +¢ k =10+
fir(@®) =14 —z, n,m=1,2,3,..., i tek olmak tizere j = 10" +i k =10+
0, diger durumlarda
olsun. Bu ¢ift indisli fonksiyon dizisi igin j}fiinoo fir (x) mevcut degildir. Fakat bu dizi z € R

tizerinde f (x) = 0’a kuvvetli ¢ift Cesaro yakisaktr.
2.5.1 Cift Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

2.5.1.1 Tanim: 6§ = {(k,r)} ¢ift indisli dizi olsun. Bununla birlikte
ko = 0 olmak iizere r — oo iken h, = k, — k,_; —

ve
lo = 0 olmak fiizere s — oo iken hy = I, — l,_1 — 00

olacak sekilde tamsayilarin iki artan dizisi var ise 0 = {(k,r)} ¢ift indisli dizisine ¢ift lacunary

dizisi denir. # tarafindan belirtilen araliklar

I = {(k): k1 <k<k}
I, = {():ly <1<}
Ly = {(k0) k1 <k<k vel_,<l<Ll}
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seklindedir. Ayrica
ks

kr—l s ls—l

dir. Biitiin ¢ift lacunary dizilerinin kiimesi Ny, , ile gosterilir [14] .

qr = V€ (rs = QT@

2.5.1.2 Tanim: 6 = {(j,, ks)} bir ¢ift lacunary dizisi olsun. x ¢ift indisli dizisi igin

1 ,
{0, k) € L+ |aje = L] 2 6}[ =0

P
s R

olacak gekilde bir L sayist varsa © = (x;;) dizisi L’ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu yakinsaklik S7 — limz = L veya x;, — L (S}) ile gosterilir [14] .
2.5.1.3 Tanim: 0 = {k,} pozitif tamsayilarm artan bir lacunary dizisi olsun. Oyle ki
r— oo iken h, =k, — k,_1 — o©
dir. Biitiin r’ler icin;

L = {(Z7J)ENXNZa]<k:1}
]2 - {<Z7])€NXN27J<I€2}\\II

I, = {(4,j)eNxN:i,j<k}\(LUL2U...U L)

olmak iizere S = {s;;} dizisi L’ye ¢ift lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Oyle ki her
e > 0 i¢in

T—00

1
lim [T {(,j) € I : [sij = LI = }[ = 0

dir. Bu durumda s;; — L (Sp) yazilir [13].

2.5.1.4 Teorem: 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere S = {s;;} dizisi s;; — L (Sp)
kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter sart A C N x N dir. Oyle ki

ANTI
lim| ﬂr|:

= A

0

ve

1, Eger (i,j) ¢ A ise
xij =
0, Eger (i,j) € A ise

olmak tizere S (z), L’ye diizgiin yakinsak olmasidir [13].

2.6 Reeel Degerli Cift Indisli Dizilerde o.Dereceden Istatistiksel Yakinsaklik
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2.6.1 Tanim: K C N x N ve K (n,m) ¢ < n,j < m olacak sekilde K’daki (i, 7)lerin

sayisi olsun. K C N x N kiimesinin alt asimptotik yogunlugu

K
5 (K) = lim inf 2™
m,n nm

seklinde tanimlanir [28].
(n,m)

2.6.2 Tanim: KW dizisi Pringsheim limite sahip ise o zaman K ¢ift dogal yogunluga

sahiptir denir. Cift dogal yogunlugu

seklinde tanimlanir [28].
Bu galismada a,b, ¢, d € (0, 1] olmak iizere (a,b) yerine & (¢, d) yerine B yazacagiz.
Bunlarmm arasindaki durumlar agagidaki gibi kabul edecegiz [28] .

b a<cveb<d

Q
A

a < B@a<cveb<d

12

B(:)a:cveb:d
a € (0,1 < a,be(0,1]

B e (0,1] & c,de(0,1]

12

1 durumunda a =b =1

1 durumunda c=d =1

™
I

a = 1ldurumundaa>1vebd>1
K C N x N kiimesinin & yogunlugu

K
52 (1) = lim 2 (2)
m,n  nem

seklinde tanimlanir.
Herhangi bir K C N x N i¢in 6% (K) < 1 olmasina ragmen 62 (K) > 1 veya limit mevcut
olmayabilir. §* (K¢) = 1 — 6% (K) olmasina ragmen 62 (K¢) = 1 — 02 (K) genelde saglanmaz.

2.6.3 Tanim: x = (z;,) cift indisli bir dizi ve @ € (0, 1] olsun. Ve > 0 i¢in

1
lim ——

i~ {(j, k) j <k <o~ 1] > e} =0
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olacak sekilde kompleks bir [ sayisi varsa x = (z;;) dizisi I'ye . dereceden istatistiksel
yakinsaktir denir. Bu yakinsakhk S2 — lim;, x;, = [ seklinde gosterilir. &.dereceden tiim

istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesi S2 ile gosterilir [28].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu calisma icin literatiir taramas: yapilarak ilgili kitap ve makalelerden faydalamldi. Ilk
bsliimde temel tanmim ve teoremler verildi. Ikinci boliimde istatistiksel yakinsaklik, dogal
yogunluk, kuvvetli Cesaro toplanabilirlik, fark dizileri, fark dizileri i¢in «. dereceden istatis-
tiksel yakinsaklik, ¢ift indisli dizilerde yakinsaklik, reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizilerinde
noktasal, diizgiin ve istatistiksel yakinsaklik reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizilerinde
Cesaro yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik, reeel degerli ¢ift indisli dizilerde
a.dereceden istatistiksel yakinsaklik verildi ve konu ile ilgili 6rnekler incelendi. Dordiincii
boliimde ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin genellegtirilmis farklarimin «. dereceden istatistiksel

yakinsakhigi, (A, ) — istatistiksel yakinsakligi ve lacunary istatistiksel yakinsakhig verildi.
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4. BULGULAR

4.1 Cift Indisli Fonksiyon Dizilerinin Farklarimin a.Dereceden \— Istatistiksel
Yakinsaklik

4.1.1 Tamim: Bir E kiimesi tizerinde {fj;} bir ¢ift indisli fonksiyon dizisi ve a € (0, 1]

olsun. Eger her € > 0 ve her x € F icin

(P) lim

n,m—oo NAM,

s HUR) g <nk <mc[A"fir — f(2)| 2 e} =0

ise{ f;r} cift indisli fonksiyon dizisi f’ye «. dereceden A"—noktasal istatistiksel yakinsaktir
denir. Yani her x € E ve h.h. (j, k) (@) igin

|A" fix () = f(2)] <€

= SE
dur. Bu durumda F kiimesi tizerinde S§ % lim A" fix () = f(x) veya A" fjy, 2¢) f vaza-
cagiz. Tiim «. dereceden A"—istatistiksel yakisak ¢ift indisli dizilerin kiimesini S§ (A", f)

ile gosterecegiz.

E kiimesi tizerinde A" f;;, fonksiyon dizisi f’ye yakinsak ise yani lim A"f; () = f (z)

J,k—00
ise S§ — lim A" f;x (z) = f (x) dir. Fakat bunun tersi dogru degildir.
4.1.2 Ornek:
fi (@) b=
jk\T) = 212, :
T Jk#n?
bu durumda
B (e O S € ) O s (G+1)? (k+1) k= n2
1453 (k+1)%22  14+(j+1)3k322 1+(]+1) (k+1)3227 Jik =
, — ot 72 (k+1)%x (G+1)%ka _ 2
Afjk (:E) - 1+53k322 1453 (k+1)322 - 14(j+1)3 k322 - 1 ja k=mn*—1
P2K2z  2ktD)’x (j+1)%k%a (j+1)? (k:+1 k # n?
1453k322  1453(k+1)%22  14+(G+HD)3k322 1 14+ (k+1) ;r2’ Js

dizisini elde ederiz. Buradan & € (3, 1] i¢in SQB —lim A fj;, (x) = 0 fakat {Afj,} dizisi yakinsak
degildir,

4.1.3 Teorem: {f;;} ve {g;x} A iizerinde tamml iki ¢ift indisli fonksiyon dizisi olsun.
A tizerinde S§ — lim A" fjy, (z) = f (z) ve S§ — lim A"g;x (¥) = g (z) olsun.
$)SS —lim A" fj1. (z) = f (z) ve ¢ € R ise S§ — lim A"cfj;, (z) = cf (z)
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i1)SS — lim A"gjp, (z) = g (z) ve S§ — lim A" gy, (z) = g (x) ise
Sy —Hm A" (fir, () + gjr. (2)) = f (2) + g («)
dir.

4.1.4 Teorem: & ve 3 € (0,1] ve & < 3 olsun. Bu taktirde S (A", f) C S§ (A", f)
kapsamasi kesindir.

ispat: & = (a,b) ve 3 = (c, d) olsun. Bu taktirde Ve > 0 igin,

(k)50 < nk <mc[A fip () = f(2)] = €}

(G, k)55 < mok < ms [AT fiy () = ] (2)] = e}

oldugundan Sg (A', f) C S§ (A", f) elde edilir.
Simdi bu kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. Bunun i¢in fj; cift indisli fonksiyon

dizisini asagidaki gibi alalim.

1, j,k=n?
fie (@) =9 o,

2
1+J3k3m27 Js k 7é n

bu durumda

1 - PG’ (1)K (G+1)? (k+1) L=n
143 (k+1)%22  14+(G+1)%K322 1 14G+1)3 (k+1)322° Js
:21.2 2 2 : 212
. — il S ol G 2 O S ¥ s 2 Yot S 2
Af]k (ZE) 1+53k322 1+j3(k+1)3a:2 1+(j+1)3k3z2 1 ]a k=n 1
it S il U O N el O i (G+1)? <k+1 .k #n?
1453322 143(k+1)3%22 14+(G+1D3k322 1 14+(+1)3 (k+1) 12’ ’

dizisini elde ederiz. Buradan § € (3,1] igin S§ — limAfj (z) = 0 fakat & € (0,1] icin
f(x) ¢ S5 (A, f)dir.

4.1.5 Tanim: & € (0, 1] ve p pozitif reel say1 olsun. Bu durumda

1 n m
Jim SN A () — f (@) =0

j=1 k=1
olacak sekilde bir f (x) fonksiyonu varsa { f;;} ¢cift indisli fonksiyon dizisi f (z) fonksiyonuna
a. dereceden kuvvetli A,—Cesdro toplanabilirdir denir.

a = (a,b) = (1,1) olmas1 halinde a. dereceden kuvvetli A,—Ceséro toplanabilme,
A,—Cesdro toplanabilmeye indirgenir. Biitiin a. dereceden kuvvetli A,—Cesdro toplanabilir

dizilerin kiimesini w® (A,) ile gosterecegiz.
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4.1.6 Teorem: 0 < B <7 <1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. { f;;} cift indisli fonksiyon
dizisi f fonksiyonuna B dereceden kuvvetli A, —Cesédro toplanabilir ise bu takdirde bu
dizi f fonksiyonuna 7. dereceden kuvvetli A,—Ceséro toplanabilirdir. Yani, WP (A,p) C

w7 (A, p)’dir ve bu kapsama B =< ~ olacak sekildeki baz B ve 7 i¢in kesindir.

4.1.7 Tanmim: ()\,;,) ve (p,,) pozitif reel sayilarin azalmayan iki dizisi ve m — oo n — oo

iken \,, — oo, p, — 00

IA

)\m+1 >\m + 17 )\1 = 0

ILLTL+1 S Mn+17 IMIZO

olsun.

K C N x N porzitif tamsayilarm iki-boyutlu kiimesi olsun. K’nin (A, 1) yogunlugu

5/\,M (K> = (p) lim

m,n

Hm—An+1<j<m, n—pu,+1<k<n}:(jk) € K| limiti vardir

seklinde tamimlanir. \,, = m, p,, = n alimrsa (A, x) yogunluklu dogal yogunluga indirgenir

[33] .
4.1.8 Tanim: Genellegtirilmis de la valee-pousin ortalamasi
I =Im =Xy, +1,m| ve I, [n— p, + 1,n]

olmak {izere

b () = 1 Z Z T

A
mHn JEIm keI,

seklinde tanimlanir [33] .

(V, A, i) toplanabilir denir. Kuvvetli (V, A, 1) toplanabilir dizilerin kiimesi [V, A, ] ile goster-

ilir.
4.1.9 Tanim: (z;;) cift dizisine
E={jeJnkel,:|xy—1>c}

olmak tizere 6y, (£) = 0, yani her € > 0 igin

1
P) —lim

m,n

Hje€Jm kel |xj—1>c} =0

min

28



ise (A, p) istatistiksel yakinsaktir denir. (st ,) —limx;, = [ yazacagiz ve (A, p) istatistiksel

yakinsak c¢ift dizilerin kiimesini 5'(2A . ile gosteririz [33].

4.1.10 Tanim: \ = (\,,) ve p = (u,,) = ,, o0’a giden pozitif reel sayilarin azalmayan

ikidizisive 0 <a<1,0<b< 1

Amst < Am+1 A =0

Popr S Hp+ 1y =0

olsun. A C N x N pozitif tamsayilarin iki-boyutlu bir kiimesi olsun. A'nin (A, i) (o) yogun-
lugunu

o : 1 . . o
S (A) = (P)_I#LH%W Hm —Am+1<j<m, n—pu,+1<k<n:(jk)€ A} limiti vardir
seklinde tanimlayacagiz.

Am = m, p, = n alinirsa ¢ift dizilerin (@) istatistiksel yakinsaklig elde edilir. Her A C

N x N i¢in p
)\ «
Imocpveln <
me ne

oldugundan

05 (A) < 63, (4)

elde ederiz.

4.1.11 Tanim: Bir E kiimesi iizerinde {f;;} cift indisli fonksiyonlarin bir dizisi ve & =
(0, 1] olsun.
A= {] € I,k € Iy : ’Arf]k_f(x” 25}

olmak tizere 5%#) (A) = 0 ise yani,

Ve > 0 ve Vx € E igin

(Pl <o [{j € Ju b € Lyt |AT fy () — [ (2)] > €} = 0

m,n )\;Ln:u’n

ise {f;r} dizisi f’ye a.dereceden (A, pt) (A") — istatistiksel yakinsaktir denir.

a. dereceden (A, 1) (A") — istatistiksel yakinsak ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin kiimesini
Sg, B (A", f) ile gosterecegiz.
a. dereceden (A, ) (A") — istatistiksel yakinsaklik & > 1 igin iyi tamimlh degidir. Bunu

gostermek icin asagidaki ornegi gézoniine alalim.
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4.1.12 Ornek:
pITR 4+ k #£2n

1, j+k=2n

i () =
seklinde tanimlayalim.

j+k : _ _ 1
2—2ptF L 4 k=2n,n=1,23,... z€0,1]

Afje () =
J PR g2 9 G k2 on n=1,2,3,... z€[0,}]

elde edilir. & > 1 ve A\, = n, p,, = m icin

lim ﬁ {(, k) € T X Lt |Afj (2) = (2 =227 | > e} =0

m,n— 00

li L
1m ——-
o' Nl

LG K) € T X I | A f () — (74 4 2751 —9) >} =0
yani A fj (z) dizisi hem 2’ye hem de —2’ye istatistiksel yakinsak olup bu imkansizdir. Bu da

a > 1igin(A, p) (A™) — istatistiksel yakisaklhigim iyi tanimli olmadigim gosterir.

4.1.13 Teorem: {fj;} ve {g;} A kiimesi iizerinde tanimh fonksiyonlarimn iki ¢ift indisli

dizisi olsun. Eger A kiimesi iizerinde

Sty — HIm A" fi (z) = f (2)

ve

$8,,y — lim A"g (2) = g ()
ise a, 8 € R olmak iizere
SO — im (@A fix (2) + BA g (x)) = af () + By (x)
dir.

Ispat: Her z € A ve o, 3 € R i¢in

lim [aA"fj, (x) + BA g (x) — (af (x) + Bg ()]

J,k—o0

= lim |a(A"f (@) — f(2) + B(Agjr (2) — g (2))]

j,k—o00

< im0l |8 (@)~ f @)+ lim [8][Agje (2) ~ g ()] = 0
dir. Sonug olarak

St — i (aA” fiy, (x) + BA g1 (2)) = af () + By ()
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dir.

4.1.14 Tanim: & € (0, 1] herhangi bir reel say1 olsun. A C R iizerinde taniml reel degerli
fonksiyonlarn ¢ift indisli dizisi{ f;} olsun. Eger her bir z € A i¢in J,,, = [m — A\, + 1, m] ve
I, = [n — u, + 1,n] olmak tizere

im Y A (@) — £ ()] =0

m,n— 00 /\a b
" (G,k)ETm X I,

olacak sekilde f (z) fonksiyonu varsa {A” f;;} ¢ift indisli fonksiyon dizisi f’ye A tizerinde a.
mertebeden kuvvetli (V, A, 1) toplanabilirdir denir.

a. mertebeden kuvvetli (V) A, u) toplanabilir ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin kiimesi
[w& #)} (A", f) ile gosterecegiz.

Am = m, pu, =nvea = (a,b) = (1,1), r = 0 almursa ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin
kuvvetli Cesaro toplami elde edilir.

a = (a,b) = (1,1) ve r = 0 alinwrsa ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin kuvvetli (V, A, u)
yakinsakligi elde edilir.

4.1.15 Teorem: &, € (0,1] ve a < § olsun. Eger (fjx) dizisi f (x)’e @. mertebeden
(A, p) (A7) — istatistiksel yakinsak ise bu taktirde bu dizi f (z)’e 3. mertebeden (X, p) (A”) —
istatistiksel yakinsaktir. Yani Sg\,u) (A", f) C S(B/\H (A", f) dir. Bu kapsama o < E olacak
sekilde bu a ve B degerleri icin kesindir.

Ispat: 0 < a < b < 1 olsun. Bu taktirde her ¢ > 0 icin
57 G € T 1A e () = ] 2 ¢}

nirn

1 , ;
< 3 HUR) € T Lt |8 fi () = Ll 2 2}

oldugundan S(a/\, 0 (A", f) C S(E/\,u) (A", f) elde edilir. Simdi bu kapsamanin kesin oldugunu

gosterelim. Bunu i¢in \,, = m, u,, = n ve {f;;} dizisini asagidaki gibi alalim.

1, j,k=n?
fir (x) = o )
15252k222 1 Jk#n
Afji (x)'1 olugturalim
o j(k+1)x o (j+1)kx (]+1)(k+1)x 9
2+52(k+1)%22  2+(j+1) k222 T 24+(+1)% (k+1)%22’ Jk=mn
, = jkz j(k+1)z U+ Dke — 2
Afie (@) = 2+52k%2%  242(k+1)%2  2+(j+1)%(k+1)%2 1, jk=n"—1
gkx_ gtz (+Dke (J+1)(k+1
T 2+(j+1)% (k+1)%22’ Jik #n

2+452k222  2452(k4+1)%22  24(j+1)%k222
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{fir} a > % icin a.dereceden A— istatistiksel yakinsak yani Sa ) — lim A" fir (x) = 0 fakat
& < 3 i¢in {fj} dizisi (X, p) (A7) — istatistiksel yakinsak degildir.

4.1.16 Sonug: @, [ € (0, 1] olsun.

i)p =1 ise Sg,ﬂ) (A", f) € S (A7, f) kapsamas: kesindir.
ii)Sg\’M) (A", f) = S?x\,u) (A", f)ea= 3 olmasidur.
iz’z’)S(a/w) (A", f) = S (AT, f) & a = 1 olmasidir.

4.1.17 Teorem: A\ = (\,,) ve u = (p,) AN’nmin elemam iki dizi ve & € (0, 1] olsun. O
zaman

i) Her A, puve & € (0,1] igin S§ ) (A", f) € S* (A", f) dir.

i1)S* (A", f) € S§, ) (A7, f) olmast icin gerek ve yeter sart

b

. . . . 1%
lim inf -2 > (0 ve lim inf =2
m—00 m n—oo n

>0 (4.1)
olmasidir.

ispat:

i) kolayca goriilebilir.

i1) € > 0 verilsin.

i <mn b <m - [Afip (2) = f(2)] = e} D{0,F) € I X L - |[A" fji () = [ (2)] = €}

yazabiliriz. Bu nedenle

% [{G <k <m e |A fip (2) = £ (2)] > e}

1
1 ub1
> Emﬂ%u_b {(j, k) € o X Ly« | A fj0 (2) — f (z)] > €}

n,m — oo igin limit almirsa { f;;,} dizisi f’e S* (A", f) yakinsak ise { f;1.} dizisi f’e S(a)w) (A", f)

yakinsaktir.
Tersine {f;:} € S* (A", f) ve liminf % = 0 veya liminf % = 0 veya her ikisi 0 olsun.
o s
m (p)) ve (n(q)) alt dizilerini se(;elim.M <Lye @ 1 glqun. {A” £, ) dizisini
m(p) T p n(a) g J

Arf 17 jeJm-l-lakE]n-l-la p7q:172a37"'
jk =
0, aksi taktirde

seklinde tammlayahm. O zaman f;;, € S? (A", f) fakat {f;} ¢ Sg\’#) (A", f)’dir. Bu ise
geligkidir. Dolayusiyl (4.1) saglanir.
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4.1.18 Tanmum: & € (0, 1], p herhangi bir reel say1 olsun. Bu durumda J,,, = [m — A, + 1, m|
ve I, = [n — p, + 1,n] olmak iizere
1
lim D A" (@) = f@)f =0

a
m,n—oo \
(] k)ETmxIn
z€EA

olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa (f;;) dizisi f fonksiyonuna a.dereceden p— kuvvetli
(V, A, i) toplanabilirdir denir.
a.dereceden kuvvetli (V; A, u) toplanabilir ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin kiimesi [V, A, u] 7 (A", p)

ile gosterecegiz.

4.1.19 Teorem: a,E € (0,1] ve a < B olsun. A tizerinde tammli{ f;;} gift indisli dizisi
flye [V, A ,u] (A", f) toplanabilir ise bu taktirde bu iki dizi f’ye [V, A ,u] (A", f) toplan-
abilirdir. Yani [V, A ,u] (ATf) C [V, A ,u] (A" f) dir ve bu kapsama & < f olacak sekilde

baz a, 6 degerleri icin kesindir.

Ispat: (fix) € [V, ) u] (A", f) olsun. a, € (0, 1] ve p reel sayisi igin

1
m{{gloo)\a— > A (@) - f(@)P =0
pn (] k)eJmXIn

T€EA

yazariz. Verilen a ve B sayilar i¢in a < E oldugundan p > 0 igin

1 '
o im N > A (@) = f(x)f
(oK) E T X In

T€EA

1
< mlrllfiloo G Z A" fir (x) — f ()] =0
(] k)GJXXIn
xe

yazabiliriz. Yani [V, A, u]; (A", f) C [V, A, ,u]ﬁ (A", f) elde ederiz. Kapsamanin kesin oldugunu

gostermek icin

—VInt+1l1<i<mven—/u,+1<k<n

0, diger durumlarda

A fix (x) =

seklinde tanimlayalim. B € (%, 1] icin % <c<1, % < d < 1 oldugundan

| Mo/ 1
i Z |A" fik (2) — f ()" < \/)\_c\/d'u_ = 1 41

/Ln (J,k)ETm xIn min )\m 2,U/n 2

m,n — oo iken —— — 0 oldugundan ( fjk) dizisi 0’a kuvvetli [V, A, ,u] (A", f) toplan-
abilirdir fakat a

(m_;?,sbﬁ_l)sml > 1A a) - op

" (G,k)ETm X I,
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ve m,n — oo iken

(Vo= 1) (i — 1)
A,
oldugundan (f;;,) dizisi [V, A, u] (A7, f) toplanabilir degildir.

— 0

4.2 Cift Indisli Fonksiyon Dizilerinin Farklarmin «.Dereceden Lacunary Ista-

tistiksel Yakinsaklig:
0 = {(jr, ks)} cift indisli dizi olsun. Bununla beraber jo = 0 ve r — oo iken
hy = jr — Jr—1 — 00
ve kg = 0 ve s — oo iken
he =ky — ks 1 — 00

olacak sekilde tamsayilarin artan iki dizisi var ise 6 = {(j,, ks)} ¢ift indisli dizisine ¢ift

lacunary dizisi denir. Burada &, ; = j, ks, hys = h,hs ve 0 tarafindan belirlenen araliklar ise

I = {j:jr71<j§jr}
I, = {k:ks1 <k <k}

Ir,s = {(]7 k) P11 <J < Jrve ks <k < kS}

seklindedir. Ayrica
j’r — kS

= - , 4 = V€ (rs = Qqu
Jr—1 ksfl

dir. Biitiin ¢ift indisli lacunary dizilerinin kiimesi Ny, , ile gosterilir[14] .

4r

4.2.1 Tanim: h = (h, ;) dizisi yukarida tamimlandig) gibi gézoniine alinsin ve 0 < @ < 1

herhangi bir reel say1 { f;;} fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
Ls ={( k) Jra < J < jrve ks <k <k}
ve h,s'nin a. kuvveti
Pt = () = (neh)
olmak tizere

(P) = lim —— [{(j,k) € Lnu : |A"fy0 (2) — f ()] = €}] = 0

(03
T,8§— 00
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olacak sekilde bir f varsa{ f;; }dizisi f’ye a. dereceden A" —lacunary istatistiksel yakinsaktir

diyecegiz. Bu yakinsaklig

Sg —UmA" i (x) = f(2) ve fx — f (S5 (A", f))
ile gosterecegiz.

Biitiin . dereceden A" —lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyon dizilerin kiimesini S5 (A", f)

ile gosterecegiz.
N x N’nin bir K alt ciimlesinin «. dereceden #—yogunlugu

. 1
03 (K) = lim — [{j,1 < j < j, ve ko1 < k < ks : (j.k) € K}|

r,5 h‘?,s

seklinde tanimlayacagiz.

4.2.2 Teorem: K C N x N olsun. 6 = {(j,, ks)} bir ¢ift lacunary dizisi olsun. 0 < & =<
B < 1icin 6% (K) < 6 (K) dur.
Ispat: 0 < @ < 3 =<1 olsun. h;d,s < hés oldugundan

1 1
— > —_—
h?f»s B h?s

olur. Buradan
1
ha

TS

SR € e (oK) € K} < o {0 K) € Lt (k) € )

yazabiliriz. Boylece 5? (K) C 65 (K) elde ederiz.
0 < @ = 1 i¢in a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik iyi tamimhdir. Fakat genel
olarak a > 1 i¢in iyi tanmimh degildir. Bunun i¢in agagidaki ¢rnegi gozoniine alabiliriz.

ok G+ k£ 2n
fir () = _
1, j+k=2n
fonksiyon dizisini alahm. x € [0, 1] olsun. Buradan
Ptk g2 9 k420, n=1,2,3,...

Af (z) = .
! 9 opithHl ik =2n n=1,23,...
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dizisini elde ederiz. a > 1 i¢in @ > 1 ve b > 1 olacagindan

(P) I ‘Afjk (x) — (ijrk itk 2)‘ > 8}‘
S lim (jr - jr—l) (_lZs - ks—l) S lim hrﬁs -0
7,8—00 h?{hs $—00 h?hs

olup S§ — lim Afj;, () = +2 ve

lim L H(j, k)el,;: |ATfjk (x) — (2 - 2xj+k+1)} = 5}‘

T,8—00 h
S h.h
S h (]T - ]T*l) (ks - k371> = lim = =0
78§00 r,8—00 h?hs
olup S§ — lim Afj;, (z) = —2 olur. Bu durumda Afj;, dizisi hem 2’ye hem de —2’ye a.

dereceden lacunary istatistiksel yakinsak olur. Fakat bu miimkiin degildir.

4.2.3 Teorem: a € (0,1] ve {fji}, {g;r} iki fonksiyon dizisi ve ¢ € R olsun.
i)S§ —lim A" fj1, (z) = f () ve c € R ise S§ — lim A”cfj;, (z) = cf (2)
i4)Sg — im A" fjy, (z) = f (z) ve S§ — lim A"g;x, (z) = g (z) ise
Sg —lm (A" fix. (x) + A gji (2)) = f (2) + g (2)
dir.
Ispat: i)’'nin ispat1 agagidaki esitsizlikten elde edilir.
1 )
LU K) € L o |A fji () — cf (2)] 2 e}
1
hg,

{(j, k) € Lns o |A" fip (x) — f(2)] = %H

i1)’'nin ispat1 da agagidaki egitsizlikten elde edilir.

1K) € T 1A f ) + AT () = ( () + 9 2))] > €)]
1

< {G:0) € Lo 187 i (@) = £ (@) = S |
+h% {(j, k) € Ls : |Agjx (2) — g ()] > %}‘

elde edilir.

4.2.4 Tanim: 0 bir ¢ift lacunary dizisi ve @ € (0, 1] olsun. p pozitif bir reel say1 olmak

lizere
1

(P) Y A f @) = f@)P =0

78 P
2 (g,k)Er,s
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olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa{ f;;. } fonksiyon dizisi f’ye a. dereceden kuvvetli A —lacunary

yakinsaktir denir.

a. dereceden kuvvetli AJ—lacunary yakinsak ¢ift indisli fonksiyon dizilerinin ciimlesi

N§ [A;, f} ile gosterilecektir. Buna gore

NG [AL f] =< f = (fu) : 3f icin (p)—liglh; > AN fi(@) = f@)l =0

s (j7k)el7‘a3

seklinde tanimlayacagiz. a. dereceden sifira kuvvetli A7 —lacunary yakinsak fonksiyon dizilerinin
uzayini Ngfo [A;, f} ile gosterecegiz. Eger 6 = (2") alimirsa a. dereceden A7 —Cesaro toplan-

abilir ¢ift fonksiyon dizilerinin kiimesi

n

_ 1 -
wy [A;,f} = {f = (fjx) - 3f i¢in P_lni@%l mant ;k 1 A" fir (2) — f ()" = 0}

elde edilir. f = 0 olmasi halinde bu uzay1 wg’o [A;, f] ile gosterecegiz.

4.2.5 Teorem: ¢ herhangi bir ¢ift lacunary dizisi ve 0 < a < 5 =<1, olsun. Bu taktirde
S§(A™, ) C 857 (A, f) du.
Ispat: 0<a < B =< 1 olsun. Bu taktirde her € > 0 i¢in

L {(Gh) € Dot 1A T (0) — @) 2 <)

7,8

1 )
< hT H(]vk) € Ir,s : |A fjk (l’) - f(ZL')| > 5}|
elde ederiz. Boylece S5 (A", f) C S? (A", f) elde ederiz.

4.2.6 Teorem: # herhangi bir ¢ift lacunary dizisi ve 0 < @ < 1 i¢in liminfgq, > 1 ve
liminfg, > 1 ise
Sy (A7, f) € S5 (A", f)
dir.
Ispat: liminfgq, > 1 ve liminf q, > 1 olsun. Yeterince biiyiik r ve s i¢in ¢, > 1+ 9,q, >

1 4 3 olacak gekilde § > 0 ve § > 0 sayilar1 vardir. Bu durumda

. » 1
qT>1+5:>,‘7T >1+5:>1—(‘7T,1)>1—<—>
Jr—1 Jr 1“‘5
olup buradan a > 0 igin
by b (Y (Y
gr 1406 gr) T \1+90 () T (1 +0)" by
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elde edilir. Aym sekilde
ks ks 1

q 1 1 1-— 1—(——

d, > +5:>k5,1> + 8= (ks)> (1+ﬁ)
olup buradab b > 0 i¢in

— b b b

B (h> < B ) 1 g1

s () s () = > —
L VAN A YL R Ol

elde edilir. fjz — f S (A", f) olsun. Her ¢ > 0 igin

i < iy k< kst |A fji () — f(2)] 2 €}

JekS
1 , ,
Z W |{(]7k) S Ir,s : |A fjk (I’) - f(fl])| Z €}|
\, 1B 1

T+ b L4 B R {(, k) € Ins « |A" fii (x) = f(2)] = €}

elde edilir. Dolayisiyla fj, — f (S§ (A", f)) dir. Bu da
S5 (A", f) € Sg (A", f)
oldugunu gosterir.

4.2.7 Teorem: 6 herhangi bir ¢ift lacunary dizisi ve 0 < a < 1 i¢in limsup ¢, < oo ve

limsup gs < oo ise
S5 (A", f) € S5 (A", f)
dir.
Ispat: limsupg, < oo ve limsupg, < oo ise her r ve s icin ¢, < H ve ¢, < H olacak

sekilde bir H > 0 vardiwr. fj;, — f (Sg“ (A", f))

Ny ={(J, k) € Lns - [A"fji () = f (2)| = €}

oldugunu kabul edelim. 0 < o < 1 igin

(P) - 1mﬁ (G F) € L |A f (@) = f (2)] > €} =0

S

oldugundan Ve > 0 ve 0 < a < 1 i¢in en az bir rg, sg € N vardir dyle ki 722 < ¢ yazabiliriz.

,S

N
he

Diger taraftan hyy < hy s oldugundan

=
INA
=

>
S
o
>
3

»



NTS

olup 72 < e dur. M = max{N,,: 1 <r <rgvel<s<sp} venmdej_1<n<j,

ke1 <m S ks sartini saglayan iki tamsay1 olsun. Bu durumda

1 . r
%H]gmvekgnzm fir (@) = f(z)] = €}
1 S r
= jl—kl\{ygjrvekéks:rAfjk<w>—f<x>|2€}|
- >
jr 1ks 1 { ij=1,1
< Moo + ! {
]T—lks—l ]T—lks—l i,j=ro+1,ro+1
< MT‘OSO + ]' { Z h }
]r—lks—l ]r—lks—l i,j=ro+1,ro+1 hw
My, 1
< Mo 1 (sup AL
Jr—1Rs—1 .]’I‘ 1hs—=1 \%,j>ro,r0 1,j=ro+1,ro+1
M,
S % + £ { 74]
Jr—1Fs—1 1,j=ro+1,r0+1
S ‘Mroso +5H2
jr—lks—l

elde edilir. fj, — f (S5 (A", f)) olup S§ (A", f) C S§ (A", f) dir.
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5. SONUC VE ONERILER

5.1. Sonuglar

Biz bu tezde ¢ift indisli fonksiyon dizileri i¢in,

"Bir S kiimesi tizerinde {fj,} fonksiyonlarn bir ¢ift indisli dizisi olsun. Eger her ¢ > 0
ve her bir (sabit) z € S i¢in

lim —— [{(j, k) ,j < nvek <m: |f (@)~ f (@) = el =0

n,m—o00 NIM
ise {fjx} ¢ift indisli fonksiyon dizisi f’ye noktasal istatistiksel yakinsaktir.” a € (0, 1] her-
hangi bir reel say1 olsun. A C R iizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin ¢ift indisli
dizisi{ f;i} olsun. Eger her bir x € A i¢in J,,, = [m — A\, +1,m| ve I, = [n—pu, + 1,7
olmak {izere

i o SN fu (@)~ f (@) =0

(j,k)ETm xIn,

olacak sekilde f (z) fonksiyonu varsa {A" f;; }cift indisli fonksiyon dizisi f’ye A iizerinde a.
mertebeden kuvvetli (V, A, 1) toplanabilirdir.

0 = {(jr, ks)} cift indisli dizi olsun. Bununla beraber j, = 0 ve r — oo iken
hy =Jr — Jr-1 —
ve kg = 0 ve s — oo iken
Eszks—ks_l—)()o

olacak sekilde tamsayilarin artan iki dizisi var ise 6 = {(j,, ks)} ¢ift indisli dizisine ¢ift

lacunary dizisi denir. Burada &, ; = j, ks, hys = h,hs ve 0 tarafindan belirlenen araliklar ise

L = {j:jr1<j<j}
Iy, = {k:ksq <k <k}
Le = {(,k):gro1 <j<grvekey <k <k}
seklindedir.
h = (h.s) dizisi yukarida tammmlandig1 gibi gozoniine alinsim ve 0 < @ = (a,b) < 1
herhangi bir reel say1 f = (f;;) fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

]r,s - {(ja k) :jT—l <j < jT ve ks_l <k < kS}
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ve h,s'nin a. kuvveti

P = () = (ne )

r,s r,s'’s

olmak tizere
. 1 4 ,
Pl o [, R) € T 1A e () — £ (2)] > €} =0
olacak sekilde bir f varsa (f;;) dizisi f’ye a. dereceden A"—lacunary istatistiksel yakinsaktir.
0 bir ¢ift lacunary dizisi ve a € (0, 1] olsun. p pozitif bir reel say1 olmak iizere

Potimo A () ~ f (@) =0

"8 (j,k)Elr s

olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa {f;;} fonksiyon dizisi f’ye a. dereceden kuvvetli
AJ—lacunary yakinsaktir. Tamimlarimi da verip a ve 8 durumlan gibi ayr kuvvetler igin

kapsama bagintilarini inceledik.
5.2. Oneriler

(ift indisli fonksiyon dizilerinde I Lacunary yakinsaklik I* Lacunary yakinsaklik galigila-
bilir.
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