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ÖZET 

 

ÇİFT İNDİSLİ FONKSİYON DİZİLERİNİN α. DERECEDEN İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIK ÇEŞİTLERİNİN İNCELENMESİ 

 

Dilan ŞEKER 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Muhammed ÇINAR 

Ekim 2018, 45 sayfa 

 

Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde bu çalışma ile ilgili temel tanım, 

teoremler ve çalışmanın tarihi verildi. İkinci bölümde çift indisli fonksiyon dizilerinin farklarının 

lacunary istatistiksel yakınsaklığının daha iyi anlaşılması için tek indisli dizilerde doğal 

yoğunluk, istatistiksel yakınsaklık, Cesaro toplanabilirlik, tek indisli dizilerin fark dizileri için α. 

dereceden istatistiksel yakınsaklığı, reel değerli çift indisli fonksiyon dizilerinde noktasal, 

düzgün ve istatistiksel yakınsaklık, kuvvetli çift Cesaro yakınsaklık, reel değerli çift indisli 

dizilerde α. dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramları örneklerle açıklandı. Üçüncü bölümde 

kullanılan materyal ve yöntemler verildi. Dördüncü bölümde çift indisli fonksiyon dizileri için ��. 

dereceden ∆�- noktasal istatistiksel yakınsaklık, ��. dereceden kuvvetli ∆�- Cesaro toplanabilirlik, 

(�, �, �) toplamı, genelleştirilmiş de la vallee-pousin ortalaması gibi ilgili tanım ve teoremler 

verilip �, � gibi ayrı kuvvetler için kapsama bağıntıları incelendi. Daha sonra çift indisli 

fonksiyon dizilerinin farklarının ��. dereceden λ ve lacunary istatistiksel yakınsaklığı tanım ve 

teoremleri ile verildi. Beşinci bölümde ise sonuç ve önerilere yer verildi. Sonuç bölümünde tezde 

yapılanlar ile kısaca bilgi verilerek öneriler kısmında ise lacunary ile ilgili önerilerde bulunuldu. 

 

Anahtar kelimeler: Yoğunluk, İstatistiksel Yakınsaklık, Lacunary Yakınsaklık, Pringsheim 

                               Yakınsaklık, Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık, Çift İndisli Dizi  
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ABSTRACT 

 

THE INVESTIGATION OF STATISTICAL CONVERGENCE TYPES OF ORDER 𝛼̃ FOR 

DOUBLE FUNCTION SEQUENCES 

 

Dilan ŞEKER 

 

 Master Thesis  

 

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammed ÇINAR 

October 2018, 45 pages 

 

This study consists of five chapters. In the first chapter, basic definitions, theorems and the date 

of the work are given. In the second chapter lacunary statistical convergence of the differences of 

the double function sequence in the second chapter, natural density, statistical convergence, 

Cesaro summability in sequences, α for difference sequences. pointwise statistical convergence, 

uniform and statistical convergence in real valued double function sequences, strong double 

Cesaro convergence, real valued double sequences. are explained with examples. Materials and 

methods used in the third chapter are given. In the fourth chapter, for double function sequence 

∆𝑟- pointwise statistical convergence of order 𝛼̂, the definitions and theorems strong ∆𝑝- Cesaro 

summability of order 𝛼̃, (𝑉, 𝜆, 𝜇) summation of order 𝛼̃ are given and inclusion relations for α,β 

are examined. Generalized la vallee-pousin mean averages are given and the inclusion relations 

for separate forces such as 𝛼, 𝛽  are examined. Then the differences of the double indices of 

function sequence are given by lacunary statistical convergence definition and theorems. In the 

fifth chapter, conclusions and recommendations are given. In the conclusion section, the 

information on the thesis and the lacunary are suggested. 

 

Keywords: Density, Statistical Convergence, Lacunary Convergence, Pringsheim Convergence,  

                Lacunary Statistical Convergence, Double Sequence 
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SİMGELER DİZİNİ
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Sıfıra yakınsak dizilerin kümesi𝑐0

Tam sayılar kümesiℤ

Yakınsak dizilerin kümesi𝑐



1. G·IR·IŞ

Reel de¼gerli tek indisli fonksiyon dizilerinde tan¬mlanan yak¬nsakl¬k türleri Analizde çok

çal¬̧s¬lan bir konudur. Bu yak¬nsakl¬k türlerinden en iyi bilinenler noktasal yak¬nsakl¬k ve

düzgün yak¬nsakl¬kt¬r. Fakat Analizde çok iyi bilinen bu yak¬nsakl¬k türleri gibi noktasal

olarak yak¬nsamayan fonksiyon dizilerinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬başka tür yak¬nsakl¬k modelleri ile

karakterize etmek gerekir. Bunun için noktasal yak¬nsakl¬ktan daha zay¬f olan yak¬nsakl¬k

türlerine ihtiyaç vard¬r. Bunlar; istatistiksel yak¬nsakl¬k, Lacunary yak¬nsakl¬k gibi yak¬n-

sakl¬k türleridir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ilk olarak 1951 y¬l¬nda birbirinden ba¼g¬m-

s¬z olarak Fast [1] ve Steinhaus [2] taraf¬ndan verildi. Bu yak¬nsakl¬k tipi klasik anlamda

yak¬nsakl¬¼g¬n bir genelleşmesi olup pozitif tamsay¬kümelerinin do¼gal yo¼gunlu¼gu kavram¬na

dayanmaktad¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k günümüze kadar birçok matematikçinin üzerinde

çal¬̧sm¬̧s oldu¼gu ve halen çal¬̧s¬lmakta olan bir konudur. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k; Schoenberg

[3] ,Fridy [4] , Connor [5] , Mursaleen [6], Fridy ve Orhan [7], Moricz [8], ve daha birçok

matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬. Derece dahil edilerek, bir dizinin �: dereceden istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬Gadjiev and Orhan [10] taraf¬ndan verildi. Daha sonra bir dizinin �: dereceden

kuvvetli p�Cesáro toplanabilirli¼gi Çolak [9] taraf¬ndan tan¬mland¬. �: dereceden istatistiksel

yak¬nsakl¬k ile birlikte çal¬̧s¬ld¬. Ayr¬ca istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n genelleştirilmi̧s bir hali olan

�: dereceden ��istatistiksel yak¬nsakl¬k Çolak ve Bektaş [12] taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬.

Çift indisli dizilerin �� istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬Mursaleen [32] ; Lacunary istatistiksel

yak¬nsakl¬k ise M. Crnjac [13] ve daha sonra R¬chard. F. Patterson ve Ekrem Savaş [14]

taraf¬ndan incelenmi̧stir.
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1.1 Temel Tan¬m Ve Teoremler

Tezin bu bölümünde sonraki bölümlerde kullan¬lacak baz¬ temel tan¬m ve teoremleri

verece¼giz.

1.1.1 Tan¬m: A boştan farkl¬bir cümle ve T reel veya kompleks say¬lar cismi olsun.

+ : A� A! A

: : T � A! A

fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa A cümlesine T cismi üzerinde bir vektör (lineer)

uzay¬denir. Her �; � 2 T ve a; b; c;2 A için,

L1) a+ b = b+ a

L2)(a+ b) + c = a+ (b+ c)

L3)8a 2 A için a+ � = a olacak şekilde bir � 2 A vard¬r.

L4) Her bir a 2 A için a+ (�a) = � olacak şekilde bir �a 2 A vard¬r.

L5)1:a = a

L6)� (a+ b) = �a+ �b

L7)(�+ �) a = �a+ �a

L8)� (�a) = (��) a dir [17] :

1.1.2 Tan¬m: A;R cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

k:k : A! R

fonksiyonu aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa k:k fonksiyonuna A üzerinde bir norm ve (A; k:k)

ikilisine de bir normlu uzay denir.

N1)kak � 0 (a 2 A)

N2)kak = 0, a = �; (a 2 A)

N3)k�ak = j�j kak ; (� 2 T; a 2 A)

N4)ka+ bk � kak+ kbk (a; b 2 A) dir [17] :

Bir (A; k:k) normlu uzay¬nda al¬nan her Cauchy dizisi bu uzay¬n bir noktas¬na yak¬ns¬y-

orsa bu uzaya tam normlu uzay denir, tam normlu uzaya Banach uzay¬da denir [17] :

Kompleks terimli tüm x = (xk) ; (k = 1; 2; 3; : : :) dizilerinin cümlesini ! ile gösterece¼giz.

x = (xk) ; y = (yk), diziler ve � bir skaler olmak üzere,

x+ y = (xk + yk)

�x = (�xk)

2



şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r.

Bu çal¬̧smada s¬k s¬k kullanaca¼g¬m¬z,

l1 =

�
x = (xk) : sup

k
jxkj <1

�
s¬n¬rl¬,

c =
n
x = (xk) : lim

k
xk vard¬r

o
yak¬nsak ve,

c0 =
n
x = xk : lim

k
xk = 0

o
s¬f¬r dizileri uzay¬,

kxk = sup
k
jxkj (1.1)

normu ile birer Banach uzay¬d¬r [17] :

1.1.3 Teorem: Y bir X Banach uzay¬n¬n alt uzay¬olsun. Y �nin tam olmas¬için gerek

ve yeter şart Y �nin X�de kapal¬olmas¬d¬r [17] :

1.1.4 Teorem: (X; d) bir metrik uzay A � X ve A; A�nin kapan¬̧s¬n¬ göstersin. Bu

durumda x 2 A olmas¬için gerek ve yeter şart xn ! x olacak şekilde A�da bir (xn) dizisinin

mevcut olmas¬d¬r [17] :

1.1.5 Tan¬m: E¼ger A 6= ? , f1; 2; 3; : : : ; ng kümesine birebir örten bir f fonksiyonu

varsa A kümesine sonlu küme denir. E¼ger birebir örten bir f : A! Z+ fonksiyonu varsa A

kümesine say¬labilir küme denir [17] :

1.1.6 Tan¬m: X boş olmayan bir cümle olsun.

d : X �X ! R

fonksiyonu, her x; y; z 2 X için

M1) d (x; y) = 0, x = y

M2) d (x; y) = d (y; x)

M3) d (x; y) � d (x; z) + d (y; z)

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa d�ye X�de bir metrik, (X; d) ikilisine de metrik uzay denir [17] :

1.1.7 Tan¬m: (X; d) bir metrik uzay, x0 2 X ve r > 0 bir reel say¬olsun,

B (x0; r) = fx 2 X : d (x0; x) < rg

B [x0; r] = fx 2 X : d (x0; x) � rg

3



kümelerine s¬ras¬yla x0 merkezli r yar¬çapl¬bir aç¬k yuvar, x0 merkezli r yar¬çapl¬bir kapal¬

yuvar denir [17] :

1.1.8 Tan¬m: X bir metrik uzay ve A � X olsun.Her x 2 A için B (x; r) � A olacak

şekilde bir r pozitif say¬s¬varsa A ya X in aç¬k alt cümlesi veya A; X de aç¬kt¬r denir. X in

B altcümlesinin X deki tümleyeni, yani

Bc = X �B

X de aç¬k ise B cümlesine kapal¬d¬r denir [17] :

1.1.9 Tan¬m: (X; d) bir metrik uzay ve A;X�in bir alt kümesi olsun. X�in A�y¬içeren

kapal¬kümelerinin en küçü¼güne A�n¬n kapan¬̧s¬denir ve A ile gösterilir [17] :

1.1.10 Tan¬m: (X; d) bir metrik uzay ve A; X in bir alt cümlesi olsun. A n¬n kapan¬̧s¬

X e eşit yani A = X ise, A cümlesine X�de yo¼gundur denir. E¼ger X in say¬labilir yo¼gun, bir

alt cümlesi varsa X �e ayr¬labilir küme denir [17] :

1.1.11 Tan¬m: Bir (X; d) metrik uzay ve (xn) ; X 0 de bir dizi olsun. 8" > 0 say¬s¬için,

m;n > N oldu¼gunda

d (xm; xn) < "

olacak şekilde bir N = N (") do¼gal say¬s¬varsa, (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir [17] :
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

2.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬Fast [1] taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬. Daha sonra Schoenberg [3]

taraf¬ndan istatistiksel yak¬nsakl¬k toplanabilme metodu olarak incelendi. ·Istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬n baz¬temel özellikleri verildi. 1985 de Fridy [4] taraf¬ndan istatistiksel Cauchy tan¬m¬

verilerek istatistiksel yak¬nsakl¬k bir regüler toplanabilme metodu olarak çal¬̧s¬ld¬. Sonraki

zamanlarda istatistiksel yak¬nsakl¬k Connor [5], Maddox [20], , Gadjiev ve Orhan [10] taraf¬n-

dan çal¬̧s¬ld¬. �:dereceden kuvvetli p� Cesaro toplanabilirlik Çolak [9] taraf¬ndan verildi. �:

dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k ile olan ili̧skisi çal¬̧s¬ld¬.

Bu bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k, �: dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve özellikleri

incelenecektir.

2.1.1 Do¼gal Yo¼gunluk ve ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde do¼gal yo¼gunluk kavram¬ve do¼gal yo¼gunluk yard¬m¬yla istatistiksel yak¬n-

sakl¬k kavram¬verilecek ve baz¬özellikleri incelenecektir.

Bir A � N alt cümlesinin n den küçük veya eşit pozitif tamsay¬lar¬n say¬s¬n¬A (n) ile

gösterelim. Do¼gal yo¼gunlu¼gun tan¬m¬n¬aşa¼g¬daki gibi verebiliriz.

2.1.1.1 Tan¬m: Bir A cümlesinin asimptotik yo¼gunlu¼gu,

�1 (A) = lim
n!1

inf
A (n)

n

olarak tan¬mlan¬r. (A (n) =n) dizisi bir limite sahip ise A cümlesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu,

� (A) = lim
n!1

A (n)

n

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger � (A) = 0 ise A cümlesine s¬f¬r yo¼gunluklu cümle denir [22] :

2.1.1.2 Teorem: Her bir n için an 2 N ve (an) ! +1 olmak üzere, K = (an) ise bu

taktirde;

�1 (K) = lim
n!1

inf
n

an

d¬r. E¼ger � (K) mevcut ise,

� (K) = lim
n!1

n

an

5



d¬r [22] :

2.1.1.3 Tan¬m: E¼ger x = (xk) dizisinin terimleri s¬f¬r yo¼gunluklu bir cümle hariç bütün

k�lar için herhangi bir P özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, (xk) dizisi hemen hemen her k için P özelli¼gini

sa¼gl¬yor denir ve "h:h:k:" şeklinde gösterilir [4] :

2.1.1.4 Tan¬m: x = (xk) kompleks say¬lar¬n bir dizisi olsun. E¼ger her " > 0 için,

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0 (2.1)

yani h:h:k: için jxk � Lj < " ise x = (xk) dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Burada küme sembolü d¬̧s¬ndaki dikey çizgiler kümenin eleman say¬s¬n¬gösteriyor. x = (xk)

dizisinin L�ye istatistiksel yak¬nsak ise S � limx = L veya xk ! L (S) yaz¬l¬r [4] :

·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬S ile gösterilir. L = 0 olmas¬halinde s¬f¬ra istatistiksel

yak¬nsak dizilerin uzay¬S0 ile gösterilir. Buna göre,

S =

�
x = (xk) : lim

n!1

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0; her " > 0 ve en az bir L için

�
dir. Buradan yak¬nsak her dizinin istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu görülür. Fakat istatistiksel

yak¬nsak her dizi yak¬nsak olmak zorunda de¼gildir. Gerçekten,8<:
p
k; k = m2;m = 1; 2; 3; : : :

1; k 6= m2;m = 1; 2; 3; : : :

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini gözönüne alal¬m. x = (xk) dizisi 10 e istatistiksel yak¬n-

sakt¬r fakat s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬ndan yak¬nsak de¼gildir. S¬n¬rl¬bir dizi de istatistiksel yak¬nsak

olmayabilir. Bunun için,

x = (1; 0; 1; 0; 1; 0; : : :)

dizisi gözönüne al¬n¬rsa x = (xk) dizisinin s¬n¬rl¬ancak istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬görülür.

·Istatistiksel yak¬nsak bir dizinin istatistiksel limiti tektir, yani S� limx = L1; S� limx =

L2 ise L1 = L2 dir [4] :

2.1.1.5 Teorem: x = (xk) ; y = (yk) istatistiksel yak¬nsak diziler ve a herhangi bir reel

say¬olsun. Bu takdirde,

i) x = (xk) dizisi L1 say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise (axk) dizisi aL1 say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

ii) x = (xk) dizisi L1 say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ve y = (yk) dizisi L2 say¬s¬na istatis-

tiksel yak¬nsak ise (xk + yk) dizisi L1 + L2 say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r [3] :
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2.1.1.6 Tan¬m: " > 0 olsun. h:h:k: için jxk � xN j < " olacak şekilde bir N = N (")

do¼gal say¬s¬varsa, yani

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

ise x = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [20] :

2.1.1.7 Teorem: Bir x = (xk) dizisi istatistiksel yak¬nsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir

[20] :

2.1.1.8 Tan¬m: � ile pozitif say¬lar¬n �n+1 � �n + 1; �1 = 1 özelli¼gini sa¼glayan sonsuza

giden ve azalmayan � = (�n) dizilerinin kümesini gösterelim. In = [n� �n + 1; n] olmak

üzere,

� 2 � ve " > 0 verilsin.

lim
n!1

1

�n
jfk 2 In : jxk � Lj � "gj = 0

ise x = (xk) dizisi L�ye �� istatistiksel yak¬nsakt¬r veya L�ye S�� yak¬nsakt¬r denir. Bu

durumda S� � limx = L veya xk ! L (S�) yaz¬l¬r [32] :

2.1.1.9 Tan¬m: k0 = 0; r !1 iken hr = kr � kr�1 !1 olacak şekilde � = fkrg artan

tamsay¬dizisine lacunary dizisi denir. qr = kr
kr�1

olarak al¬nacakt¬r.

Ir = (kr�1; kr] ve � bir lacunary dizisi olmak üzere 8" > 0 için,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jxk � Lj � "gj = 0

ise x say¬dizisi L�ye lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda S� � limx = L

veya xk ! L (S�) ile gösterilir.

S� = fx : baz¬L için, S� � limx = Lg

olarak tan¬mlan¬r [7] :
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2.1.2 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik

2.1.2.1 Tan¬m: x = (xk) kompleks say¬lar¬n bir dizisi olsun.

lim
1

n

nX
k=1

xk = L

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa x dizisi L�ye Cesaro toplanabilirdir denir. Cesaro toplanabilir

dizilerin cümlesi �1 ile gösterilecektir. Buna göre,

�1 =

(
x = (xk) : lim

1

n

nX
k=1

(xk � L) = 0; en az bir L için
)

dir. E¼ger x dizisi L�ye Cesaro toplanabilir ise �1 � limx = L ile gösterilir [3] :

2.1.2.2 Teorem: x = (xk) dizisi için limx = L ise �1 � limx = L dir [3] :

Bu teoremin tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬göstermek için (xn) = (1 + (�1)n) dizisini gözönüne

alal¬m. Bu dizi 10 e Cesaro toplanabilirdir fakat yak¬nsak de¼gildir.

2.1.2.3 Tan¬m: x = (xk) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say¬olsun. E¼ger,

lim
1

n

nX
k=1

jxk � Ljp = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa x dizisi L�ye kuvvetli p�Cesaro toplanabilirdir denir. Bu

durumda !p� limx = L yaz¬l¬r. Kuvvetli p�Cesaro yak¬nsak dizilerin cümlesi !p ile göster-

ilecektir. Yani,

!p =

(
x = (xk) : lim

1

n

nX
k=1

jxk � Ljp = 0, en az bir L için
)

dir [5] :

2.1.2.4 Teorem: 0 < p <1 olsun. Bu taktirde

i) !p � limx = L ise S � limx = L dir.

ii) S � limx = L ve x 2 l1 ise !p � limx = L dir [5] :
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2.2 Fark Dizi Uzaylar¬

2.2.1 Fark Dizi Uzaylar¬na Giri̧s

Fark dizi uzaylar¬kavram¬ilk olarak H. K¬zmaz [16] taraf¬ndan tan¬mland¬.1981 y¬l¬nda

K¬zmaz,x = (xk) kompleks terimli bir dizi ve �x = (�xk) = (xk � xk+1) ; k 2 N olmak

üzere,

l1 (�) = fx = (xk) : �x 2 l1g ;

c (�) = fx = (xk) : �x 2 cg ;

c0 (�) = fx = (xk) : �x 2 c0g ;

ile fark dizi uzaylar¬n¬tan¬mlad¬. Bu uzaylar¬n,

kxk� = jx1j+ k�xk1

normu ile birer Banach uzay¬olduklar¬n¬gösterdi.

Et ve Çolak [30] , x = (xk) kompleks terimli bir dizi m 2 N;

�0x = (xk) ; �x = (xk � xk+1) ;

�mx =
�
�m�1xk ��m�1xk+1

�
;

�mxk =
mX
i=1

(�1)i
�
m

i

�
xk+i

olmak üzere,

l1 (�
m) = fx = (xk) : �mx 2 l1g

c (�m) = fx = (xk) : �mx 2 cg

c0 (�
m) = fx = (xk) : �mx 2 c0g

dizi uzaylar¬n¬çal¬̧st¬. Bu uzaylar¬n

kxk� =
mX
i=1

jxij+ k�mxk1

normu ile bir BK uzay¬olduklar¬n¬göstermi̧slerdir.

Daha sonra Et ve Nuray [26] X herhangi bir dizi uzay¬olmak üzere fark dizi uzaylar¬n¬

genelleştirerek bu uzaylar¬n çeşitli özelliklerini incelemi̧slerdir.
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2.2.1.1 Teorem: E¼ger X bir lineer uzay ise X (�m)�de bir lineer uzayd¬r [26] :

2.2.1.2 Teorem: E¼ger X � Y ise X (�m) � Y (�m)�dir [26] :

2.2.1.3 Teorem: X bir lineer uzay ve A � X olsun. Bu takdirde A konveks ise A (�m)

uzay¬X (�m) uzay¬na konvekstir [29] :

2.2.1.4 Teorem: E¼ger X lineer uzay¬k:k normu ile bir Banach uzay¬ise X (�m) uzay¬

da

kxk� =
mX
i=1

jxij+ k�mxk

normu ile bir Banach uzay¬d¬r [26] :
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2.3 Çift ·Indisli Dizilerde Yak¬nsakl¬k

2.3.1 Tan¬m: x = (xjk)j;k2N bir çift indisli dizi olsun. E¼ger j ! 1 ve k ! 1 iken

xjk ! L olacak şekilde bir L say¬s¬varsa x = (xjk)j;k2N dizisine Pringsheim anlam¬nda

yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda,

lim
j;k!1

xjk = L

olarak yazar¬z. Bir çift indisli dizinin yak¬nsakl¬¼g¬ndan Pringsheim anlam¬ndaki yak¬nsakl¬¼g¬n¬

kastedece¼giz [23] :

Aç¬kça x = (xjk) çift indisli dizisinin Pringsheim anlam¬nda yak¬nsak olmas¬için gerek

ve yeter şart her " > 0 için bir n0 = n0 (") vard¬r öyle ki bütün j; k � n0 için,

jxjk � Lj < "

d¬r. L limitine çift limit veya x�in Pringsheim limiti denir. [23]

Yak¬nsak her dizi s¬n¬rl¬olmas¬na ra¼gmen P�yak¬nsak bir çift indisli dizinin s¬n¬rl¬olmas¬

gerekmez. Örne¼gin genel terimi,

xjk =

8>>><>>>:
1; j = 1 ise

j; k = 2 ise

0; di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬ml¬x = (xjk) dizisi için P � lim = 0 fakat bu dizi s¬n¬rl¬de¼gildir.

2.3.2 Tan¬m: x = (xjk)j;k2N bir çift indisli dizi olsun. E¼ger her " > 0 için p; q; j; k � n0
oldu¼gunda,

jxpq � xjkj < "

olacak şekilde bir n0 2 N varsa x = (xjk) çift indisli dizisine Cauchy dizisi denir [23] :

2.3.3 Teorem: Kompleks terimli (xjk) çift indisli dizisinin Cauchy dizisi olmas¬ için

gerek ve yeter şart yak¬nsak olmas¬d¬r [23] :

2.3.4 Tan¬m: A � N�N pozitif tamsay¬lar kümesinin bir alt kümesi olsun. Bu durumda�
jA(n;m)j
nm

�
çift indisli dizisi Pringsheim anlam¬nda bir limite sahip ise, A kümesinin bir çift

do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip oldu¼gu söylenir ve

lim
n;m!1

jA (n;m)j
nm

= �2 (A)

11



şeklinde tan¬mlan¬r.

BuradaA (n;m) = f(j; k) ; j � n ve k � m : (j; k) 2 Ag ve jA (n;m)j ; A � N�N kümesinin

eleman say¬s¬n¬gösterir [6] :

Ayr¬ca,

�2 (A
c) = �2 (N� N� A) = 1� �2 (A)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Aşikârd¬r ki N � N�nin tüm sonlu alt kümeleri s¬f¬r çift do¼gal yo¼gunlu¼ga

sahiptir. Bununla birlikte baz¬sonsuz alt kümeleri de s¬f¬r yo¼gunlukludur.

2.3.5 Örnek:

A = f(j; k) : j 2 [3p; 3p + p) ve k 2 [3q; 3q + q) p; q = 1; 2; : : :g

kümesi s¬f¬r çift do¼gal yo¼gunlu¼ga sahiptir.

Burada özellikle s¬f¬r çift do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip N�N�nin bir alt kümesi ile ilgilenece¼giz.

2.3.6 Tan¬m: x = (xjk) çift indisli dizisi s¬f¬r yo¼gunluklu cümle hariç di¼ger bütün(j; k)�lar

için bir P özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, (xjk) dizisi hemen hemen her (j; k) için P özelli¼gini sa¼gl¬yor

denir ve h:h: (j; k) şeklinde gösterilir [6] :

2.3.7 Tan¬m: x = (xjk) reel terimli bir çift indisli dizi olsun. E¼ger her " > 0 için;

lim
n;m!1

1

nm
jf(j; k) ; j � n ve k � m : jxjk � Lj � "gj = 0

yani h:h: (j; k) için;

jxjk � Lj < "

ise x = (xjk) çift indisli dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Bu durumda st2 � lim
j;k!1

xjk = L şeklinde yaz¬l¬r [6] :

2.3.8 Tan¬m: x = (xjk) bir çift indisli dizi olsun. E¼ger

lim
n;m!1

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

xjk = L

ise x = (xjk) dizisi L say¬s¬na Cesaro toplanabilirdir denir [8] :

2.3.9 Tan¬m: x = (xjk) bir çift indisli dizi ve p de bir pozitif reel say¬olsun. E¼ger

lim
n;m!1

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

jxjk � Ljp = 0
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ise x = (xjk) çift indisli dizisi L say¬s¬na kuvvetli p�Cesaro yak¬nsakt¬r denir [6] :
·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, kuvvetli p�Cesaro yak¬nsakl¬¼g¬gerektirir fakat bunun tersi do¼gru

de¼gildir. Aşa¼g¬daki örnek bunun tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösterir.

2.3.10 Örnek: x = (xjk) çift indisli dizisi

xjk =

8>>><>>>:
k; j = 1 her k için

j; k = 1 her j için

0; di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlans¬n. Burada

lim
j;k!1

xjk = 0

fakat

lim
n;m!1

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

xjk = lim
n;m!1

1

nm

1

2

�
m2 + n2 +m+ n� 2

�
ifadesi sonlu bir limite sahip de¼gildir. Bu yüzden x = (xjk) dizisi Cesaro yak¬nsak de¼gildir.

Üstelik Kuvvetli p�Cesaro yak¬nsak da de¼gildir. Fakat

lim
n;m!1

1

nm
jf(j; k) : jxjk � 0j � "gj = lim

n;m!1

m+ n� 1
nm

= 0

d¬r. Yani x = (xjk) dizisi 0�a istatistiksel yak¬nsakt¬r [6] :

2.4 Reel De¼gerli Çift ·Indisli Fonksiyon Dizilerinde Noktasal, Düzgün Ve ·Ista-

tistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde terimleri reel de¼gerli olan ffjkg çift indisli dizileri ile çal¬̧saca¼g¬z. Elemanlar¬

fonksiyonlar olan çift indisli diziler, tek indisli reel de¼gerli fonksiyon dizilerine benzer şekilde

tan¬mlan¬r.

Tek indisli fonksiyon dizilerinde noktasal ve düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬,

Gökhan [15],Güngör [33] ; Duman [31] taraf¬ndan verildi.

2.4.1 Noktasal Ve Düzgün Yak¬nsakl¬k

2.4.1.1 Tan¬m: ffjkg fonksiyonlar¬n bir çift indisli dizisi ve S � R olsun. Her x 2 S ve

her " > 0 için j; k > N oldu¼gunda

jfjk (x)� f (x)j < "
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olacak şekilde bir N (x; ") pozitif tamsay¬s¬varsa, ffjkg çift indisli dizisi f�ye noktasal yak¬n-

sakt¬r denir. Sembolik olarak lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) veya fjk ! f şeklinde gösterilir.

f fonksiyonuna, ffjkg dizisinin çift limit fonksiyonu veya Pringsheim limit fonksiyonu

denir. Bu durumda ffjkg dizisinin S kümesi üzerinde f�ye noktasal yak¬nsak oldu¼gunu söy-

leriz [25] :

2.4.1.2 Teorem: ffjkg ; S kümesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir çift indisli dizisi

olsun. S kümesi üzerindeki Pringsheim limit

lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)

ise her j; k : N! N kesin artan fonksiyonlar olmak üzere S kümesi üzerinde

lim
r!1

fj(r);k(r) (x) = f (x)

dir [25] :

2.4.1.3 Tan¬m: ffjkg ; bir S kümesi üzerinde f�ye düzgün yak¬nsak fonksiyonlar¬n bir

dizisi ise, her " > 0 için bir N = (N (")) say¬s¬vard¬r öyle ki j; k > N ve S kümesi üzerindeki

bütün x�ler için

jfjk (x)� f (x)j < "

d¬r. S kümesi üzerindeki düzgünlük lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) veya fjk ! f şeklinde gösterilir

[25] :

Aşa¼g¬daki teorem herhangi bir ffjkg dizisinin düzgün yak¬nsak olup olmad¬¼g¬hakk¬nda

bilgi verecektir.

2.4.1.4 Teorem: I = [a; b] � R üzerindeki sürekli fonksiyonlar f ve fjk (j; k = 1; 2; 3; : : :)

olsun. Bu taktirde

lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)

I üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart cjk = maxx2I jfjk (x)� f (x)j

olmak üzere

lim
j;k!1

cjk = 0

olmas¬d¬r [25] :

·Ispat: Kabul edelim ki I üzerinde

lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)
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düzgün yak¬nsakt¬r. her j; k 2 N için jfjk (x)� f (x)j ; I üzerinde sürekli oldu¼gundan en az

bir xjk 2 I noktas¬nda mutlak maksimum de¼gere sahiptir. Yani

c11 = jf11 (x11)� f (x11)j ; c21 = jf21 (x21)� f (x21)j ; : : :

olacak şekilde x11; x12; : : : ; x1k; : : : ; x21; : : : ; xjk; : : : 2 I mevcuttur. Böylece

cjk = jfjk (x)� f (xjk)j ; j; k = 1; 2; 3; : : :

yazabiliriz. Düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan her " > 0 ve bütün j; k > N (") için

jfjk (x)� f (xjk)j < "

d¬r. Dolay¬s¬yla

lim
j;k!1

cjk = 0

d¬r.

Aç¬kça S kümesi üzerindeki ayn¬f limitine sahip düzgün yak¬nsakl¬k noktasal yak¬nsakl¬¼g¬

gerektirir. Aşa¼g¬daki örnek bunun tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösterir.

2.4.1.5 Örnek:

fjk (x) =
j2k2x

1 + j3k3x2
x 2 (0; 1)

ffjkg ; f = 0�a noktasal yak¬nsakt¬r. Fakat (0; 1) aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak de¼gildir. Çünkü

lim
j;k!1

cjk = lim
j;k!1

p
jk

2

yak¬nsak de¼gildir [25] :

2.4.2 Çift ·Indisli Fonksiyon Dizilerinde ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

2.4.2.1 Tan¬m: Bir S kümesi üzerinde ffjkg fonksiyonlar¬n bir çift indisli dizisi olsun.

E¼ger her " > 0 ve her bir (sabit) x 2 S için

lim
n;m!1

1

nm
jf(j; k) ; j � n ve k � m : jfjk (x)� f (x)j � "gj = 0

ise ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi f�ye noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r denir [25] :

Yani her bir (sabit) x 2 S ve h:h: (j; k) için

jfjk (x)� f (x)j < "
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d¬r. Bu durumda S kümesi üzerinde st2 � lim fjk (x) = f (x) veya fjk
st2! f yazar¬z. f

fonksiyonuna ffjkg fonksiyon dizisinin çift istatistiksel limiti veya Pringsheim istatistiksel

limiti denir. Aç¬kt¬r ki S kümesi üzerinde lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) ise st2 � lim fjk (x) = f (x)

dir. Fakat bunu tersi do¼gru de¼gildir.

2.4.2.2 Örnek: x 2 R� [1; 1] olmak üzere

fjk (x) =

8<: (�x)jk ; j 2 [3p; 3p + p) ve k 2 [3q; 3q + q) p; q = 1; 2; 3; : : :

0; di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlans¬n. Her bir (sabit) x 2 R� [1; 1] ; j; k = 1; 2; 3; : : : için

lim
n;m!1

1

nm
jf(j; k) ; j � n ve k � m : jfjk (x)� 0j � "gj �

pq (p+ 1) (q + 1)

4:3p+q
! 0

d¬r. Sonuç olarak

st2 � lim fjk (x) = 0

d¬r. Fakat lim
j;k!1

fjk (x) mevcut de¼gildir [25] :

2.4.2.3 Teorem: ffjkg ve fgjkg ; S kümesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n iki çift indisli

dizisi olsun: E¼ger S kümesi üzerinde st2 � lim fjk (x) = f (x) ve st2 � lim gjk (x) = g (x) ise

�; � 2 R olmak üzere

st2 � lim (�fjk (x) + �gjk (x)) = �f (x) + �g (x)

dir [25] :

·Ispat: Her bir x 2 S ve �; � 2 R için

lim
j;k!1

j�fjk (x) + �gjk (x)� (�f (x) + �g (x))j

= lim
j;k!1

j� (fjk (x)� f (x)) + � (gjk (x)� g (x))j

� lim
j;k!1

j�j jfjk (x)� f (x)j+ lim
j;k!1

j�j jgjk (x)� g (x)j ! 0

d¬r. Sonuç olarak

st2 � lim (�fjk (x) + �gjk (x)) = �f (x) + �g (x)

dir.

2.4.2.4 Teorem: S kümesi üzerinde ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi bir f (x) fonksiy-

onuna istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart her bir (sabit) x 2 S için

Kx = ff(j; k)g � N� N; j; k = 1; 2; 3; : : :g
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alt kümesi vard¬r öyle ki

�2 (Kx) = 1 ve lim
j;k!1
(j;k)2Kx

fjk (x) = f (x)

dir [25] :

2.4.2.5 Sonuç: E¼ger S kümesi üzerinde st2 � lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) ise bir fgjkg dizisi

vard¬r öyle ki her bir (sabit) x 2 S için

lim
j;k!1

gjk (x) = f (x) ve �2 f(j; k) : fjk (x) = gjk (x)g = 1

dir. Yani her bir (sabit) x 2 S ve h:h: (j; k) için

fjk (x) = gjk (x)

dir [25] :

2.4.2.6 Tan¬m: Bir S kümesi üzerinde ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi her " > 0 ve her

x 2 S için

lim
n;m!1

1

nm
jf(j; k) ; j � n ve k � m : jfjk (x)� f (x)j � "gj = 0

ise ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi f�ye düzgün istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. [25]

Yani her x 2 S ve h:h: (j; k) için

jfjk (x)� f (x)j < " (2.4)

dur. Bu durumda S kümesi üzerindeki düzgün yak¬nsakl¬k,

st2 � lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) veya fjk
st2! f

şeklinde gösterilir [25] :

Teorem 2.4.2.3�ten düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬şu şekilde verilebilir.

�S kümesi üzerinde fjk
st2! f�ye düzgün istatistiksel yak¬nsakt¬r, 8" > 0; her x 2 S

için, 9K � N � N; �2 (K) = 1 ve 9 (n0;m0) 2 K vard¬r n0 = n0 (") ;m0 = m0 (") ; öyle ki

8j > n0; k > m0 ve (j; k) 2 K için

jfjk (x)� f (x)j < "

d¬r.�
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2.4.2.7 Teorem: f ve fjk; j; k = 1; 2; 3; : : : ; I = [a; b] � R üzerindeki sürekli fonksiyonlar

olsun. I üzerinde st2� lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)�e düzgün istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek

ve yeter şart

cjk = max
x2I

jfjk (x)� f (x)j

olmak üzere st2 � lim
j;k!1

cjk = 0 olmas¬d¬r [25] :

·Ispat: ·Ispat teorem 2.5.2.4�e benzer şekilde yap¬l¬r. Aç¬k olarak tüm sonlu (j; k)�lar için

(2.4) eşitsizli¼gi gerçeklenir. S kümesi üzerindeki düzgün yak¬nsakl¬k

lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)

S kümesi üzerindeki istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬

st2 � lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)

gerektirir. Fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir.

2.4.2.8 Örnek:

fjk (x) =

8<: 1; E¼ger j = p2 ve k = q2 p; q = 1; 2; 3; : : :�
x� 1

jk

�2
; di¼ger durumlarda

olsun. x 2 [�1; 1] ; j; k = 1; 2; 3; : : : olmak üzere ffjkg ; f (x) = x2�ye düzgün istatistiksel

yak¬nsakt¬r. Çünkü

st2 � lim
j;k!1

cjk = 0

d¬r [25] :

Burada

cjk = max
x2[�1;1]

��fjk (x)� x2�� =
8<: 1; E¼ger j = p2 ve k = q2 p; q = 1; 2; 3; : : : ise

2
jk
+ 1

j2k2
; di¼ger durumlarda

d¬r. Fakat [�1; 1] aral¬¼g¬nda ffjkg düzgün yak¬nsak de¼gildir. Çünkü lim
j;k!1

cjk mevcut de¼gildir.

Üstelik S kümesi üzerinde düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k, ayn¬f limitine noktasal is-

tatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirir. Fakat tersi do¼gru de¼gildir. Bunun için aşa¼g¬daki örnek

verilebilir.

2.4.2.9 Örnek:

fjk (x) =

8<: 1; j 2 [3p; 3p + p) ; p = 1; 2; 3; : : : k 2 N
k2x

1+k3x2
; di¼ger durumlarda
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olsun. x 2 (0; 1) ; j; k = 1; 2; 3; : : : olmak üzere ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi, f (x) = 0�a

noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r. Fakat ffjkg ; teorem 2.5.2.7�ye göre düzgün istatistiksel

yak¬nsak de¼gildir. Çünkü

cjk = max
x2(0;1)

jfjk (x)� 0j =

8<: 1; j 2 [3p; 3p + p) ; p = 1; 2; 3; : : : k 2 N
p
k
2
; di¼ger durumlarda

ve st2 � lim
j;k!1

cjk mevcut de¼gildir [25] :

2.4.2.10 Sonuç: S kümesi üzerinde

i) lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)�e düzgün yak¬nsank) lim
j;k!1

fjk (x) = f (x)) st2� lim
j;k!1

fjk (x) =

f (x) dir.

ii) lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) düzgün yak¬nsak) st2� lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) düzgün istatistiksel

yak¬nsak ise ) st2 � lim
j;k!1

fjk (x) = f (x) dir [25] :

2.4.2.11 Tan¬m: Bir S kümesi üzerinde ffjkg bir çift indisli fonksiyon dizisi olsun. E¼ger

her " > 0 için N = (N (")) ve M = (M (")) say¬lar¬mevcut öyle ki h:h: (j; k) ve her bir

(sabit) x 2 S için

jfjk (x)� fNM (x)j < "

ise ffjkg çift indisli dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani, her bir (sabit) x 2 S için

lim
n;m!1

1

nm
jf(j; k) ; j � n ve k � m : jfjk (x)� fNM (x)j � "gj = 0

d¬r [25] :

2.4.2.12 Teorem: S kümesi üzerinde ffjkg bir çift indisli fonksiyon dizisi olsun. ffjkg ;

noktasal istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart ffjkg ; istatistiksel Cauchy dizisi

olmas¬d¬r [25] :

2.4.2.13 Teorem: ffjkg ; S kümesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir çift indisli dizisi

olsun. S kümesi üzerinde aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

i) ffjkg ; f (x)�e noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r.

ii) ffjkg istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) ffjkg dizisinin bir fgjkg alt dizisi vard¬r öyle ki limj;k!1 gjk (x) = f (x) dir [25] :

2.5 Reel De¼gerli Çift ·Indisli Fonksiyon Dizilerinde Kuvvetli Cesaro Yak¬nsak-

l¬k (�; �)� ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k Ve Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k
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Bu bölümde reel de¼gerli çift indisli fonksiyon dizileri için kuvvetli çift Cesaro yak¬nsakl¬¼g¬

tan¬mlayaca¼g¬z. Ayr¬ca reel de¼gerli çift indisli fonksiyon dizileri için (�; �)� istatistiksel

yak¬nsakl¬k ve çift lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬verece¼giz.
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2.5.1 Tan¬m: ffjkg ; her bir j; k 2 N için fjk fonksiyonlar¬bir S � R üzerinde tan¬ml¬,

reel de¼gerli fonksiyonlar¬n bir çift indisli dizisi olsun. E¼ger her bir x 2 S için

lim
n;m!1

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

jfjk (x)� f (x)j = 0

olacak şekilde f (x) fonksiyonu varsa ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi f�ye S üzerinde kuvvetli

çift Cesaro yak¬nsakt¬r denir.

2.5.2 Örnek: fjk (x) = x
2j+k

; x 2 R olarak tan¬mlanan ffjkg çift indisli dizisi S = R

üzerinde f (x) = 0 fonksiyonuna kuvvetli çift Cesaro yak¬nsakt¬r.

2.5.3 Teorem: E¼ger S üzerinde tan¬ml¬s¬n¬rl¬bir ffjkg çift indisli dizisi f�ye Pringsheim

anlam¬nda yak¬nsak ise ffjkg çift indisli dizisi f�ye kuvvetli çift Cesaro yak¬nsakt¬r.

Yukar¬daki teoremin tersi do¼gru de¼gildir. Yani ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi f�ye S

üzerinde kuvvetli çift Cesaro yak¬nsak olmas¬ffjkg ; çift indisli fonksiyon dizisinin f�ye S

üzerinde yak¬nsak olmas¬n¬gerektirmez. Bunu aşa¼g¬daki örnek ile gösterelim.

2.5.4 Örnek:

fjk (x) =

8>>><>>>:
x; n;m = 1; 2; 3; : : : ; i çift olmak üzere j = 10n + i k = 10m + i

�x; n;m = 1; 2; 3; : : : ; i tek olmak üzere j = 10n + i k = 10m + i

0; di¼ger durumlarda

olsun. Bu çift indisli fonksiyon dizisi için lim
j;k!1

fjk (x) mevcut de¼gildir. Fakat bu dizi x 2 R

üzerinde f (x) = 0�a kuvvetli çift Cesaro yak¬nsakt¬r.

2.5.1 Çift Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

2.5.1.1 Tan¬m: � = f(k; r)g çift indisli dizi olsun. Bununla birlikte

k0 = 0 olmak üzere r !1 iken hr = kr � kr�1 !1

ve

l0 = 0 olmak üzere s!1 iken hs = ls � ls�1 !1

olacak şekilde tamsay¬lar¬n iki artan dizisi var ise � = f(k; r)g çift indisli dizisine çift lacunary

dizisi denir. � taraf¬ndan belirtilen aral¬klar

Ir = f(k) : kr�1 < k � krg

Is = f(l) : ls�1 < l � lsg

Ir;s = f(k; l) : kr�1 < k � kr ve ls�1 < l � lsg
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şeklindedir. Ayr¬ca

qr =
kr
kr�1

; qs =
ls
ls�1

ve qr;s = qrqs

dir. Bütün çift lacunary dizilerinin kümesi N�r;s ile gösterilir [14] :

2.5.1.2 Tan¬m: � = f(jr; ks)g bir çift lacunary dizisi olsun. x çift indisli dizisi için

P � lim
r;s

1

hr;s
jf(j; k) 2 Ir;s : jxjk � Lj � "gj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa x = (xjk) dizisi L�ye lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Bu yak¬nsakl¬k S2� � limx = L veya xjk ! L (S2� ) ile gösterilir [14] :

2.5.1.3 Tan¬m: � = fkrg pozitif tamsay¬lar¬n artan bir lacunary dizisi olsun. Öyle ki

r !1 iken hr = kr � kr�1 !1

dir. Bütün r�ler için;

I1 = f(i; j) 2 N� N : i; j < k1g

I2 = f(i; j) 2 N� N : i; j < k2g�I1
...

Ir = f(i; j) 2 N� N : i; j < krg� (Ir�1 [ Ir�2 [ : : : [ I1)

olmak üzere S = fsijg dizisi L�ye çift lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Öyle ki her

" > 0 için

lim
r!1

1

jIrj
jf(i; j) 2 Ir : jsij � Lj � "gj = 0

d¬r. Bu durumda sij ! L (S�) yaz¬l¬r [13] :

2.5.1.4 Teorem: � = fkrg bir lacunary dizisi olmak üzere S = fsijg dizisi sij ! L (S�)

koşulunu sa¼glamas¬için gerek ve yeter şart A � N� N dir. Öyle ki

lim
r!1

jA \ Irj
jIrj

= 0

ve

xij =

8<: 1; E¼ger (i; j) =2 A ise

0; E¼ger (i; j) 2 A ise

olmak üzere S (x) ; L�ye düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r [13] :

2.6 Reeel De¼gerli Çift ·Indisli Dizilerde �:Dereceden ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k
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2.6.1 Tan¬m: K � N � N ve K (n;m) i � n; j � m olacak şekilde K�daki (i; j)�lerin

say¬s¬olsun. K � N� N kümesinin alt asimptotik yo¼gunlu¼gu

�2 (K) = lim
m;n
inf
K (n;m)

nm

şeklinde tan¬mlan¬r [28] :

2.6.2 Tan¬m: K(n;m)
nm

dizisi Pringsheim limite sahip ise o zaman K çift do¼gal yo¼gunlu¼ga

sahiptir denir. Çift do¼gal yo¼gunlu¼gu

�2 (K) = lim
m;n

K (n;m)

nm

şeklinde tan¬mlan¬r [28] :

Bu çal¬̧smada a; b; c; d 2 (0; 1] olmak üzere (a; b) yerine e� (c; d) yerine e� yazaca¼g¬z.
Bunlar¬n aras¬ndaki durumlar¬aşa¼g¬daki gibi kabul edece¼giz [28] :

e� � e� , a � c ve b � d

e� � e� , a < c ve b < d

e� �= e� , a = c ve b = d

e� 2 (0; 1], a; b 2 (0; 1]e� 2 (0; 1], c; d 2 (0; 1]

e� �= 1 durumunda a = b = 1e� �= 1 durumunda c = d = 1

e� � 1 durumunda a > 1 ve b > 1

K � N� N kümesinin e� yo¼gunlu¼gu
�2e� (K) = lim

m;n

K (n;m)

namb

şeklinde tan¬mlan¬r.

Herhangi bir K � N�N için �2 (K) � 1 olmas¬na ra¼gmen �2e� (K) � 1 veya limit mevcut
olmayabilir. �2 (Kc) = 1� �2 (K) olmas¬na ra¼gmen �2e� (Kc) = 1� �2e� (K) genelde sa¼glanmaz.
2.6.3 Tan¬m: x = (xjk) çift indisli bir dizi ve e� 2 (0; 1] olsun. 8" > 0 için

lim
n;m

1

namb
jf(j; k) j � n; k � m : jxjk � lj � "gj = 0
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olacak şekilde kompleks bir l say¬s¬ varsa x = (xjk) dizisi l�ye e�: dereceden istatistiksel
yak¬nsakt¬r denir. Bu yak¬nsakl¬k S2e� � limj;k xjk = l şeklinde gösterilir. e�:dereceden tüm
istatistiksel yak¬nsak dizilerin cümlesi S2e� ile gösterilir [28] :
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu çal¬̧sma için literatür taramas¬yap¬larak ilgili kitap ve makalelerden faydalan¬ld¬. ·Ilk

bölümde temel tan¬m ve teoremler verildi. ·Ikinci bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k, do¼gal

yo¼gunluk, kuvvetli Cesaro toplanabilirlik, fark dizileri, fark dizileri için �: dereceden istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k, çift indisli dizilerde yak¬nsakl¬k, reel de¼gerli çift indisli fonksiyon dizilerinde

noktasal, düzgün ve istatistiksel yak¬nsakl¬k reel de¼gerli çift indisli fonksiyon dizilerinde

Cesaro yak¬nsakl¬k ve lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k, reeel de¼gerli çift indisli dizilerde

�:dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k verildi ve konu ile ilgili örnekler incelendi. Dördüncü

bölümde çift indisli fonksiyon dizilerinin genelleştirilmi̧s farklar¬n¬n �: dereceden istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬, (�; �)� istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ve lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬verildi.
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4. BULGULAR

4.1 Çift ·Indisli Fonksiyon Dizilerinin Farklar¬n¬n �:Dereceden �� ·Istatistiksel

Yak¬nsakl¬k

4.1.1 Tan¬m: Bir E kümesi üzerinde ffjkg bir çift indisli fonksiyon dizisi ve e� 2 (0; 1]
olsun. E¼ger her " > 0 ve her x 2 E için

(P ) lim
n;m!1

1

namb
jf(j; k) ; j � n; k � m : j�rfjk � f (x)j � "gj = 0

iseffjkg çift indisli fonksiyon dizisi f�ye �: dereceden �r�noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir. Yani her x 2 E ve h:h: (j; k) (e�) için
j�rfjk (x)� f (x)j < "

dur. Bu durumda E kümesi üzerinde Se�2 p! lim�rfjk (x) = f (x) veya �rfjk
Se�2 (p)! f yaza-

ca¼g¬z. Tüm �: dereceden �r�istatistiksel yak¬nsak çift indisli dizilerin kümesini Se�2 (�r; f)

ile gösterece¼giz.

E kümesi üzerinde �rfjk fonksiyon dizisi f�ye yak¬nsak ise yani lim
j;k!1

�rfjk (x) = f (x)

ise Se�2 � lim�rfjk (x) = f (x) dir. Fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir.

4.1.2 Örnek:

fjk (x) =

8<: 1; j; k = n2

j2k2x
1+j3k3x2

; j; k 6= n2

bu durumda

�fjk (x) =

8>>><>>>:
1� j2(k+1)2x

1+j3(k+1)3x2
� (j+1)2k2x

1+(j+1)3k3x2
+ (j+1)2(k+1)2x

1+(j+1)3(k+1)3x2
; j; k = n2

j2k2x
1+j3k3x2

� j2(k+1)2x

1+j3(k+1)3x2
� (j+1)2k2x

1+(j+1)3k3x2
� 1; j; k = n2 � 1

j2k2x
1+j3k3x2

� j2(k+1)2x

1+j3(k+1)3x2
� (j+1)2k2x

1+(j+1)3k3x2
+ (j+1)2(k+1)2x

1+(j+1)3(k+1)3x2
; j; k 6= n2

dizisini elde ederiz. Buradan e� 2 �1
2
; 1
�
için S

e�
2�lim�fjk (x) = 0 fakat f�fjkg dizisi yak¬nsak

de¼gildir.

4.1.3 Teorem: ffjkg ve fgjkg A üzerinde tan¬ml¬iki çift indisli fonksiyon dizisi olsun.

A üzerinde Se�2 � lim�rfjk (x) = f (x) ve Se�2 � lim�rgjk (x) = g (x) olsun.

i)Se�2 � lim�rfjk (x) = f (x) ve c 2 R ise Se�2 � lim�rcfjk (x) = cf (x)
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ii)Se�2 � lim�rgjk (x) = g (x) ve Se�2 � lim�rgjk (x) = g (x) ise

Se�2 � lim�r (fjk (x) + gjk (x)) = f (x) + g (x)

dir.

4.1.4 Teorem: e� ve e� 2 (0; 1] ve e� � e� olsun. Bu taktirde Se�2 (�r; f) � S
e�
2 (�

r; f)

kapsamas¬kesindir.

·Ispat: e� = (a; b) ve e� = (c; d) olsun. Bu taktirde 8" > 0 için,
1

ncmd
jf(j; k) ; j � n; k � m : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

� 1

namb
jf(j; k) ; j � n; k � m : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

oldu¼gundan Se�2 (�r; f) � Se�2 (�r; f) elde edilir.

Şimdi bu kapsaman¬n kesin oldu¼gunu gösterelim. Bunun için fjk çift indisli fonksiyon

dizisini aşa¼g¬daki gibi alal¬m.

fjk (x) =

8<: 1; j; k = n2

j2k2x
1+j3k3x2

; j; k 6= n2

bu durumda

�fjk (x) =

8>>><>>>:
1� j2(k+1)2x

1+j3(k+1)3x2
� (j+1)2k2x

1+(j+1)3k3x2
+ (j+1)2(k+1)2x

1+(j+1)3(k+1)3x2
; j; k = n2

j2k2x
1+j3k3x2

� j2(k+1)2x

1+j3(k+1)3x2
� (j+1)2k2x

1+(j+1)3k3x2
� 1; j; k = n2 � 1

j2k2x
1+j3k3x2

� j2(k+1)2x

1+j3(k+1)3x2
� (j+1)2k2x

1+(j+1)3k3x2
+ (j+1)2(k+1)2x

1+(j+1)3(k+1)3x2
; j; k 6= n2

dizisini elde ederiz. Buradan e� 2 �
1
2
; 1
�
için S

e�
2 � lim�fjk (x) = 0 fakat e� 2 �

0; 1
2

�
için

f (x) =2 Se�2 (�r; f)�dir.

4.1.5 Tan¬m: e� 2 (0; 1] ve p pozitif reel say¬olsun. Bu durumda
lim

m;n!1

1

namb

nX
j=1

mX
k=1

j�rfjk (x)� f (x)jp = 0

olacak şekilde bir f (x) fonksiyonu varsa ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi f (x) fonksiyonunae�: dereceden kuvvetli �p�Cesáro toplanabilirdir denir.e� = (a; b) = (1; 1) olmas¬ halinde e�: dereceden kuvvetli �p�Cesáro toplanabilme,

�p�Cesáro toplanabilmeye indirgenir. Bütün e�: dereceden kuvvetli �p�Cesáro toplanabilir

dizilerin kümesini !e� (�p) ile gösterece¼giz.
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4.1.6 Teorem: 0 < e� � e
 � 1 ve p pozitif bir reel say¬olsun. ffjkg çift indisli fonksiyon
dizisi f fonksiyonuna e�: dereceden kuvvetli �p �Cesáro toplanabilir ise bu takdirde bu

dizi f fonksiyonuna e
: dereceden kuvvetli �p�Cesáro toplanabilirdir. Yani, !e� (�; p) �
!e
 (�; p)�dir ve bu kapsama e� � e
 olacak şekildeki baz¬e� ve e
 için kesindir.
4.1.7 Tan¬m: (�m) ve (�n) pozitif reel say¬lar¬n azalmayan iki dizisi ve m!1 n!1

iken �m !1; �n !1

�m+1 � �m + 1; �1 = 0

�n+1 � �n + 1; �1 = 0

olsun.

K � N� N pozitif tamsay¬lar¬n iki-boyutlu kümesi olsun. K�n¬n (�; �) yo¼gunlu¼gu

��;� (K) = (p) lim
m;n

1

�m�n
jfm� �m + 1 � j � m; n� �n + 1 � k � ng : (j; k) 2 Kj limiti vard¬r

şeklinde tan¬mlan¬r. �m = m; �n = n al¬n¬rsa (�; �) yo¼gunluklu do¼gal yo¼gunlu¼ga indirgenir

[33] :

4.1.8 Tan¬m: Genelleştirilmi̧s de la valee-pousin ortalamas¬

Jm = [m� �m + 1;m] ve In [n� �n + 1; n]

olmak üzere

tm;n (x) =
1

�m�n

X
j2Jm

X
k2In

xjk

şeklinde tan¬mlan¬r [33] :

x = (xjk) çift dizisi için (p) limm;n tm;n (jx� lj) = 0 ise (xjk) dizisi l say¬s¬na kuvvetli

(V; �; �) toplanabilir denir. Kuvvetli (V; �; �) toplanabilir dizilerin kümesi [V; �; �] ile göster-

ilir.

4.1.9 Tan¬m: (xjk) çift dizisine

E = fj 2 Jm; k 2 In : jxjk � lj � "g

olmak üzere ��;� (E) = 0; yani her " > 0 için

(P )� lim
m;n

1

�m�n
jfj 2 Jm; k 2 In : jxjk � lj � "gj = 0
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ise (�; �) istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. (st�;�) � limxjk = l yazaca¼g¬z ve (�; �) istatistiksel

yak¬nsak çift dizilerin kümesini S2(�;�) ile gösteririz [33] :

4.1.10 Tan¬m: � = (�m) ve � = (�n) = �n 1�a giden pozitif reel say¬lar¬n azalmayan

iki dizisi ve 0 � a < 1; 0 � b < 1

�m+1 � �m + 1; �1 = 0

�n+1 � �n + 1; �1 = 0

olsun. A � N� N pozitif tamsay¬lar¬n iki-boyutlu bir kümesi olsun. A�n¬n (�; �) (�) yo¼gun-

lu¼gunu

��(�;�) (A) = (P )�lim
m;n

1

�am�
b
n

jfm� �m + 1 � j � m; n� �n + 1 � k � n : (j; k) 2 Agj limiti vard¬r

şeklinde tan¬mlayaca¼g¬z.

�m = m; �n = n al¬n¬rsa çift dizilerin (e�) istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬elde edilir. Her A �
N� N için

�e�m
me� � 1 ve �

e�
n

ne� � 1
oldu¼gundan

��2 (A) � ���;� (A)

elde ederiz.

4.1.11 Tan¬m: Bir E kümesi üzerinde ffjkg çift indisli fonksiyonlar¬n bir dizisi ve e� =
(0; 1] olsun.

A = fj 2 Jm; k 2 In : j�rfjk � f (x)j � "g

olmak üzere �e�(�;�) (A) = 0 ise yani,
8" > 0 ve 8x 2 E için

(P ) lim
m;n

1

�am�
b
n

jfj 2 Jm; k 2 In : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj = 0

ise ffjkg dizisi f�ye e�:dereceden (�; �) (�r)� istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

e�: dereceden (�; �) (�r)� istatistiksel yak¬nsak çift indisli fonksiyon dizilerinin kümesini

Se�(�;�) (�r; f) ile gösterece¼giz.

�: dereceden (�; �) (�r)� istatistiksel yak¬nsakl¬k e� > 1 için iyi tan¬ml¬de¼gidir. Bunu

göstermek için aşa¼g¬daki örne¼gi gözönüne alal¬m.
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4.1.12 Örnek:

fjk (x) =

8<: xj+k; j + k 6= 2n

1; j + k = 2n

şeklinde tan¬mlayal¬m.

�fjk (x) =

8<: 2� 2xj+k+1; j + k = 2n; n = 1; 2; 3; : : : x 2
�
0; 1

2

�
xj+k + xj+k+2 � 2; j + k 6= 2n; n = 1; 2; 3; : : : x 2

�
0; 1

2

�
elde edilir. e� > 1 ve �n = n; �n = m için

lim
m;n!1

1

�an�
b
n

���(j; k) 2 Jm � In : ���fjk (x)� �2� 2xj+k+1��� � "	�� = 0
lim

m;n!1

1

�an�
b
n

���(j; k) 2 Jm � In : ���fjk (x)� �xj+k + xj+k+1 � 2��� � "	�� = 0
yani �fjk (x) dizisi hem 2�ye hem de �2�ye istatistiksel yak¬nsak olup bu imkans¬zd¬r. Bu dae� > 1 için(�; �) (�r)� istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n iyi tan¬ml¬olmad¬¼g¬n¬gösterir.

4.1.13 Teorem: ffjkg ve fgjkg A kümesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n iki çift indisli

dizisi olsun. E¼ger A kümesi üzerinde

Se�(�;�) � lim�rfjk (x) = f (x)

ve

Se�(�;�) � lim�rgjk (x) = g (x)

ise a; � 2 R olmak üzere

Se�(�;�) � lim (a�rfjk (x) + ��
rgjk (x)) = af (x) + �g (x)

dir.

·Ispat: Her x 2 A ve �; � 2 R için

lim
j;k!1

ja�rfjk (x) + ��
rgjk (x)� (af (x) + �g (x))j

= lim
j;k!1

ja (�rfjk (x)� f (x)) + � (�rgjk (x)� g (x))j

� lim
j;k!1

jaj j�rfjk (x)� f (x)j+ lim
j;k!1

j�j j�rgjk (x)� g (x)j ! 0

d¬r. Sonuç olarak

Se�(�;�) � lim (a�rfjk (x) + ��
rgjk (x)) = af (x) + �g (x)
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dir.

4.1.14 Tan¬m: e� 2 (0; 1] herhangi bir reel say¬olsun. A � R üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli
fonksiyonlar¬n çift indisli dizisiffjkg olsun. E¼ger her bir x 2 A için Jm = [m� �m + 1;m] ve

In = [n� �n + 1; n] olmak üzere

lim
m;n!1

1

�am�
b
n

X
(j;k)2Jm�In

j�rfjk (x)� f (x)j = 0

olacak şekilde f (x) fonksiyonu varsa f�rfjkg çift indisli fonksiyon dizisi f�ye A üzerinde e�:
mertebeden kuvvetli (V; �; �) toplanabilirdir denir.e�: mertebeden kuvvetli (V; �; �) toplanabilir çift indisli fonksiyon dizilerinin kümesih
we�(�;�)

i
(�r; f) ile gösterece¼giz.

�m = m; �n = n ve e� = (a; b) = (1; 1) ; r = 0 al¬n¬rsa çift indisli fonksiyon dizilerinin

kuvvetli Cesaro toplam¬elde edilir.e� = (a; b) = (1; 1) ve r = 0 al¬n¬rsa çift indisli fonksiyon dizilerinin kuvvetli (V; �; �)

yak¬nsakl¬¼g¬elde edilir.

4.1.15 Teorem: e�; e� 2 (0; 1] ve e� � e� olsun. E¼ger (fjk) dizisi f (x)�e e�: mertebeden
(�; �) (�r)� istatistiksel yak¬nsak ise bu taktirde bu dizi f (x)�e e�: mertebeden (�; �) (�r)�

istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani Se�(�;�) (�r; f) � S
e�
(�;�) (�

r; f) dir. Bu kapsama e� � e� olacak
şekilde bu e� ve e� de¼gerleri için kesindir.

·Ispat: 0 < � < b � 1 olsun. Bu taktirde her " > 0 için

1

�an�
b
n

jf(j; k) 2 Jm � In : j�rfjk (x)� Lj � "gj

� 1

�an�
b
n

jf(j; k) 2 Jm � In : j�rfjk (x)� Lj � "gj

oldu¼gundan Se�(�;�) (�r; f) � S
e�
(�;�) (�

r; f) elde edilir. Şimdi bu kapsaman¬n kesin oldu¼gunu

gösterelim. Bunu için �m = m, �n = n ve ffjkg dizisini aşa¼g¬daki gibi alal¬m.

fjk (x) =

8<: 1; j; k = n2

jkx
1+2j2k2x2

; j; k 6= n2

�fjk (x)�i oluştural¬m

�fjk (x) =

8>>><>>>:
1� j(k+1)x

2+j2(k+1)2x2
� (j+1)kx

2+(j+1)2k2x2
+ (j+1)(k+1)x

2+(j+1)2(k+1)2x2
; j; k = n2

jkx
2+j2k2x2

� j(k+1)x

2+j2(k+1)2x2
� (j+1)kx

2+(j+1)2(k+1)2x2
� 1; j; k = n2 � 1

jkx
2+j2k2x2

� j(k+1)x

2+j2(k+1)2x2
� (j+1)kx

2+(j+1)2k2x2
+ (j+1)(k+1)x

2+(j+1)2(k+1)2x2
; j; k 6= n2
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ffjkg e� � 1
2
için e�:dereceden �� istatistiksel yak¬nsak yani Se�(�;�) � lim�rfjk (x) = 0 fakate� � 1

2
için ffjkg dizisi (�; �) (�r)� istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

4.1.16 Sonuç: e�; e� 2 (0; 1] olsun.
i)� �= 1 ise Se�(�;�) (�r; f) � S(�;�) (�r; f) kapsamas¬kesindir.

ii)Se�(�;�) (�r; f) = S
e�
(�;�) (�

r; f), e� = e� olmas¬d¬r.
iii)Se�(�;�) (�r; f) = S(�;�) (�

r; f), e� �= 1 olmas¬d¬r.
4.1.17 Teorem: � = (�m) ve � = (�n) ��n¬n eleman¬iki dizi ve e� 2 (0; 1] olsun. O

zaman

i) Her �; � ve e� 2 (0; 1] için Se�(�;�) (�r; f) � S2 (�r; f) dir.

ii)S2 (�r; f) � Se�(�;�) (�r; f) olmas¬için gerek ve yeter şart

lim
m!1

inf
��m
m
> 0 ve lim

n!1
inf
�bn
n
> 0 (4.1)

olmas¬d¬r.

·Ispat:

i) kolayca görülebilir.

ii) " > 0 verilsin.

jfj � n; k � m : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj � f(j; k) 2 Jm � In : j�rfjk (x)� f (x)j � "g

yazabiliriz. Bu nedenle

1

mn
jfj � n; k � m : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

� 1

mn
jf(j; k) 2 Jm � In : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

� �am
m

1

�am

�bn
n

1

�bn
jf(j; k) 2 Jm � In : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

n;m!1 için limit al¬n¬rsa ffjkg dizisi f�e S2 (�r; f) yak¬nsak ise ffjkg dizisi f�e Se�(�;�) (�r; f)

yak¬nsakt¬r.

Tersine ffjkg 2 S2 (�r; f) ve lim inf �
�
m

m
= 0 veya lim inf �

�
n

n
= 0 veya her ikisi 0 olsun.

(m (p)) ve (n (q)) alt dizilerini seçelim.
��m(p)
m(p)

< 1
p
ve

��
n(q)

n(q)
< 1

q
olsun. f�rfjkg dizisini

�rfjk =

8<: 1; j 2 Jm+1; k 2 In+1; p; q = 1; 2; 3; � � �

0; aksi taktirde

şeklinde tan¬mlayal¬m. O zaman fjk 2 S2 (�r; f) fakat ffjkg =2 Se�(�;�) (�r; f)�dir. Bu ise

çeli̧skidir. Dolay¬¬s¬yl (4.1) sa¼glan¬r.
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4.1.18 Tan¬m: e� 2 (0; 1] ; p herhangi bir reel say¬olsun. Bu durumda Jm = [m� �m + 1;m]
ve In = [n� �n + 1; n] olmak üzere

lim
m;n!1

1

�am�
b
n

X
(j;k)2Jm�In

x2A

j�mfjk (x)� f (x)jp = 0

olacak şekilde bir f fonksiyonu varsa (fjk) dizisi f fonksiyonuna e�:dereceden p� kuvvetli

(V; �; �) toplanabilirdir denir.e�:dereceden kuvvetli (V; �; �) toplanabilir çift indisli fonksiyon dizilerinin kümesi [V; �; �]�p (�r; p)

ile gösterece¼giz.

4.1.19 Teorem: e�; e� 2 (0; 1] ve e� � e� olsun. A üzerinde tan¬ml¬f fjkg çift indisli dizisi
f�ye [V; �; �]e�p (�r; f) toplanabilir ise bu taktirde bu iki dizi f�ye [V; �; �]

e�
p (�

r; f) toplan-

abilirdir. Yani [V; �; �]e�p (�rf) � [V; �; �]e�p (�rf) dir ve bu kapsama e� � e� olacak şekilde
baz¬e�; e� de¼gerleri için kesindir.

·Ispat: (fjk) 2 [V; �; �]�p (�r; f) olsun. e�;2 (0; 1] ve p reel say¬s¬için
lim

m;n!1

1

�am�
b
n

X
(j;k)2Jm�In

x2A

j�rfjk (x)� f (x)jp = 0

yazar¬z. Verilen e� ve e� say¬lar¬için e� � e� oldu¼gundan p > 0 için
lim

m;n!1

1

�cm�
d
n

X
(j;k)2Jm�In

x2A

j�rfjk (x)� f (x)jp

� lim
m;n!1

1

�am�
b
n

X
(j;k)2Jm�In

x2A

j�rfjk (x)� f (x)jp = 0

yazabiliriz. Yani [V; �; �]�p (�
r; f) � [V; �; �]�p (�r; f) elde ederiz. Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu

göstermek için

�rfjk (x) =

8<: 1; m�
p
�m + 1 � j � m ve n�p�n + 1 � k � n

0; di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlayal¬m. e� 2 �1
2
; 1
�
için 1

2
< c � 1; 1

2
� d < 1 oldu¼gundan

1

�cm�
d
n

X
(j;k)2Jm�In

j�rfjk (x)� f (x)jp �
p
�m
p
�n

�cm�
d
n

=
1

�
c� 1

2
m �

d� 1
2

n

m;n ! 1 iken 1

�
c� 1

2
m �

d� 1
2

n

! 0 oldu¼gundan (fjk) dizisi 0�a kuvvetli [V; �; �]
�
p (�

r; f) toplan-

abilirdir fakat e� 2 �0; 1
2

�
için 0 < a � 1

2
; 0 < b � 1

2
oldu¼gundan�p

�m � 1
� �p

�n � 1
�

�am�
b
n

� 1

�am�
b
n

X
(j;k)2Jm�In

j�rfjk (x)� 0jp

33



ve m;n!1 iken �p
�m � 1

� �p
�n � 1

�
�am�

b
n

! 0

oldu¼gundan (fjk) dizisi [V; �; �] (�m
� ; f) toplanabilir de¼gildir.

4.2 Çift ·Indisli Fonksiyon Dizilerinin Farklar¬n¬n �:Dereceden Lacunary ·Ista-

tistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

� = f(jr; ks)g çift indisli dizi olsun. Bununla beraber j0 = 0 ve r !1 iken

hr = jr � jr�1 !1

ve k0 = 0 ve s!1 iken

hs = ks � ks�1 !1

olacak şekilde tamsay¬lar¬n artan iki dizisi var ise � = f(jr; ks)g çift indisli dizisine çift

lacunary dizisi denir. Burada kr;s = jrks; hr;s = hrhs ve � taraf¬ndan belirlenen aral¬klar ise

Ir = fj : jr�1 < j � jrg

Is = fk : ks�1 < k � ksg

Ir;s = f(j; k) : jr�1 < j � jr ve ks�1 < k � ksg

şeklindedir. Ayr¬ca

qr =
jr
jr�1

; qs =
ks
ks�1

ve qr;s = qrqs

dir. Bütün çift indisli lacunary dizilerinin kümesi N�r;s ile gösterilir[14] :

4.2.1 Tan¬m: h = (hr;s) dizisi yukar¬da tan¬mland¬¼g¬gibi gözönüne al¬ns¬n ve 0 � e� � 1
herhangi bir reel say¬ffjkg fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun.

Ir;s = f(j; k) : jr�1 < j � jr ve ks�1 < k � ksg

ve hr;s�nin e�: kuvveti
he� = �he�r;s� = �h�r h�s�

olmak üzere

(P )� lim
r;s!1

1

he�r;s jf(j; k) 2 Ir;s : j�
rfjk (x)� f (x)j � "gj = 0
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olacak şekilde bir f varsaffjkgdizisi f�ye e�: dereceden �r�lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r

diyece¼giz. Bu yak¬nsakl¬¼g¬

Se�� � lim�rfjk (x) = f (x) ve fjk ! f
�
Se�� (�r; f)

�
ile gösterece¼giz.

Bütün e�: dereceden�r�lacunary istatistiksel yak¬nsak fonksiyon dizilerin kümesini Se�� (�r; f)

ile gösterece¼giz.

N� N�nin bir K alt cümlesinin e�: dereceden ��yo¼gunlu¼gu
�e�� (K) = lim

r;s

1

he�r;s jfjr�1 < j � jr ve ks�1 < k � ks : (j; k) 2 Kgj
şeklinde tan¬mlayaca¼g¬z.

4.2.2 Teorem: K � N � N olsun. � = f(jr; ks)g bir çift lacunary dizisi olsun. 0 � e� �e� � 1 için �e�� (K) � �e�� (K) d¬r.
·Ispat: 0 � e� � e� � 1 olsun. he�r;s � he�r;s oldu¼gundan

1

he�r;s �
1

h
e�
r;s

olur. Buradan

1

h
e�
r;s

jf(j; k) 2 Ir;s : (j; k) 2 Kgj �
1

he�r;s jf(j; k) 2 Ir;s : (j; k) 2 Kgj

yazabiliriz. Böylece �
e�
� (K) � �

e�
� (K) elde ederiz.

0 � e� � 1 için e�: dereceden lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k iyi tan¬ml¬d¬r. Fakat genel
olarak e� � 1 için iyi tan¬ml¬de¼gildir. Bunun için aşa¼g¬daki örne¼gi gözönüne alabiliriz.

fjk (x) =

8<: xj+k; j + k 6= 2n

1; j + k = 2n

fonksiyon dizisini alal¬m. x 2 [0; 1] olsun. Buradan

�fjk (x) =

8<: xj+k � xj+k+2 � 2 ; j + k 6= 2n; n = 1; 2; 3; : : :

2� 2xj+k+1; j + k = 2n; n = 1; 2; 3; : : :
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dizisini elde ederiz. e� � 1 için a > 1 ve b > 1 olaca¼g¬ndan
(P )� lim

r;s!1

1

he�r;s
���(j; k) 2 Ir;s : ���fjk (x)� �xj+k � xj+k+2 � 2��� � "	��

� lim
r;s!1

(jr � jr�1) (ks � ks�1)
h�r h

�

s

� lim
r;s!1

hrhs

harh
b

s

= 0

olup Se�� � lim�fjk (x) = +2 ve
lim
r;s!1

1

he�r;s
���(j; k) 2 Ir;s : ���rfjk (x)�

�
2� 2xj+k+1

��� � "	��
� lim

r;s!1

1

he�r;s (jr � jr�1) (ks � ks�1) = lim
r;s!1

hrhs

harh
b

s

= 0

olup Se�� � lim�fjk (x) = �2 olur. Bu durumda �fjk dizisi hem 2�ye hem de �2�ye e�:
dereceden lacunary istatistiksel yak¬nsak olur. Fakat bu mümkün de¼gildir.

4.2.3 Teorem: e� 2 (0; 1] ve ffjkg ; fgjkg iki fonksiyon dizisi ve c 2 R olsun.
i)Se�� � lim�rfjk (x) = f (x) ve c 2 R ise Se�� � lim�rcfjk (x) = cf (x)

ii)Se�� � lim�rfjk (x) = f (x) ve Se�� � lim�rgjk (x) = g (x) ise

Se�� � lim (�rfjk (x) + �
rgjk (x)) = f (x) + g (x)

dir.

·Ispat: i)�nin ispat¬aşa¼g¬daki eşitsizlikten elde edilir.

1

he�r;s jf(j; k) 2 Ir;s : j�
rfjk (x)� cf (x)j � "gj

=
1

he�r;s
�����(j; k) 2 Ir;s : j�rfjk (x)� f (x)j �

"

jcj

�����
ii)�nin ispat¬da aşa¼g¬daki eşitsizlikten elde edilir.

1

he�r;s jf(j; k) 2 Ir;s : j�
rfjk (x) + �

rgjk (x)� (f (x) + g (x))j � "gj

� 1

he�r;s
���n(j; k) 2 Ir;s : j�rfjk (x)� f (x)j �

"

2

o���
+
1

he�r;s
���n(j; k) 2 Ir;s : j�rgjk (x)� g (x)j �

"

2

o���
elde edilir.

4.2.4 Tan¬m: � bir çift lacunary dizisi ve e� 2 (0; 1] olsun. p pozitif bir reel say¬olmak
üzere

(P )� lim
r;s

1

he�r;s
X

(j;k)2Ir;s

j�rfjk (x)� f (x)jp = 0
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olacak şekilde bir f fonksiyonu varsaffjkg fonksiyon dizisi f�ye e�: dereceden kuvvetli�r
p�lacunary

yak¬nsakt¬r denir.

e�: dereceden kuvvetli �r
p�lacunary yak¬nsak çift indisli fonksiyon dizilerinin cümlesi

N e�
�

�
�r
p; f
�
ile gösterilecektir. Buna göre

N e�
�

�
�r
p; f
�
=

8<:f = (fjk) : 9f için (P )� limr;s 1

he�r;s
X

(j;k)2Ir;s

j�rfjk (x)� f (x)jp = 0

9=;
şeklinde tan¬mlayaca¼g¬z. e�: dereceden s¬f¬ra kuvvetli�r

p�lacunary yak¬nsak fonksiyon dizilerinin

uzay¬n¬N e�
�;0

�
�r
p; f
�
ile gösterece¼giz. E¼ger � = (2r) al¬n¬rsa e�: dereceden �r

p�Cesaro toplan-

abilir çift fonksiyon dizilerinin kümesi

we�2 ��r
p; f
�
=

(
f = (fjk) : 9f için P � lim

m;n

1

manb

mX
j=1

nX
k=1

j�rfjk (x)� f (x)jp = 0
)

elde edilir. f = 0 olmas¬halinde bu uzay¬we�2;0 ��r
p; f
�
ile gösterece¼giz.

4.2.5 Teorem: � herhangi bir çift lacunary dizisi ve 0 � e� � e� � 1; olsun. Bu taktirde
Se�� (�r; f) � Se�� (�r; f) d¬r.

·Ispat: 0 � e� � e� � 1 olsun. Bu taktirde her " > 0 için
1

h
e�
r;s

jf(j; k) 2 Ir;s : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

� 1

he�r;s jf(j; k) 2 Ir;s : j�
rfjk (x)� f (x)j � "gj

elde ederiz. Böylece Se�� (�r; f) � Se�� (�r; f) elde ederiz.

4.2.6 Teorem: � herhangi bir çift lacunary dizisi ve 0 � e� � 1 için lim inf qr > 1 ve

lim inf qs > 1 ise

Se�2 (�r; f) � Se�� (�r; f)

d¬r.

·Ispat: lim inf qr > 1 ve lim inf qs > 1 olsun. Yeterince büyük r ve s için qr > 1 + �; qs >

1 + � olacak şekilde � > 0 ve � > 0 say¬lar¬vard¬r. Bu durumda

qr > 1 + � )
jr
jr�1

> 1 + � ) 1�
�
jr�1
jr

�
> 1�

�
1

1 + �

�
olup buradan a > 0 için

hr
jr
� �

1 + �
)
�
hr
jr

�a
�
�

�

1 + �

�a
) 1

(jr)
a �

�a

(1 + �)a
1

har
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elde edilir. Ayn¬şekilde

qs > 1 + � )
ks
ks�1

> 1 + � ) 1�
�
ks�1
ks

�
> 1�

�
1

1 + �

�
olup buradab b > 0 için

hs
ks
� �

1 + �
)
�
hs
ks

�b
�
�

�

1 + �

�b
) 1

(ks)
b
� �b

(1 + �)b
1

h
b

s

elde edilir. fjk ! f Se�2 (�r; f) olsun. Her " > 0 için

1

jar k
b
s

jfj � jr; k � ks : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

� 1

jar k
b
s

jf(j; k) 2 Ir;s : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

� �a

(1 + �)a
1

har

�b

(1 + �)b
1

h
b

s

jf(j; k) 2 Ir;s : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

elde edilir. Dolay¬s¬yla fjk ! f
�
Se�� (�r; f)

�
dir. Bu da

Se�2 (�r; f) � Se�� (�r; f)

oldu¼gunu gösterir.

4.2.7 Teorem: � herhangi bir çift lacunary dizisi ve 0 � e� � 1 için lim sup qr < 1 ve

lim sup qs <1 ise

Se�� (�r; f) � Se�2 (�r; f)

dir.

·Ispat: lim sup qr < 1 ve lim sup qs < 1 ise her r ve s için qr < H ve qs < H olacak

şekilde bir H > 0 vard¬r. fjk ! f
�
Se�� (�r; f)

�
Nr;s = f(j; k) 2 Ir;s : j�rfjk (x)� f (x)j � "g

oldu¼gunu kabul edelim. 0 � e� � 1 için
(P )� lim

r;s

1

h�r h
b

s

jf(j; k) 2 Ir;s : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj = 0

oldu¼gundan 8" > 0 ve 0 < e� � 1 için en az bir r0; s0 2 N vard¬r öyle ki Nr;s
h�r;s

< " yazabiliriz.

Di¼ger taraftan h�r;s � hr;s oldu¼gundan

Nr;s
hr;s

� Nr;s
he�r;s
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olup Nr;s
h�r;s

< " dur. M = max fNr;s : 1 � r � r0 ve 1 � s � s0g ve n;m de jr�1 < n � jr,

ks�1 < m � ks şart¬n¬sa¼glayan iki tamsay¬olsun. Bu durumda

1

mn
jfj � m ve k � n : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

� 1

jr�1ks�1
jfj � jr ve k � ks : j�rfjk (x)� f (x)j � "gj

=
1

jr�1ks�1

(
r;sX

i;j=1;1

Ni;j

)

� Mr0s0

jr�1ks�1
+

1

jr�1ks�1

(
r;sX

i;j=r0+1;r0+1

Ni;j

)

� Mr0s0

jr�1ks�1
+

1

jr�1ks�1

(
r;sX

i;j=r0+1;r0+1

Nijhij
hij

)

� Mr0s0

jr�1ks�1
+

1

jr�1ks�1

�
sup

i;j�r0;r0

Nij
hij

�( r;sX
i;j=r0+1;r0+1

hij

)

� Mr0s0

jr�1ks�1
+ "

(
r;sX

i;j=r0+1;r0+1

hij

)

� Mr0s0

jr�1ks�1
+ "H2

elde edilir. fjk ! f
�
Se�2 (�r; f)

�
olup Se�� (�r; f) � Se�2 (�r; f) dir.
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

5.1. Sonuçlar

Biz bu tezde çift indisli fonksiyon dizileri için,

�Bir S kümesi üzerinde ffjkg fonksiyonlar¬n bir çift indisli dizisi olsun. E¼ger her " > 0

ve her bir (sabit) x 2 S için

lim
n;m!1

1

nm
jf(j; k) ; j � n ve k � m : jfjk (x)� f (x)j � "gj = 0

ise ffjkg çift indisli fonksiyon dizisi f�ye noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r.� e� 2 (0; 1] her-
hangi bir reel say¬ olsun. A � R üzerinde tan¬ml¬ reel de¼gerli fonksiyonlar¬n çift indisli

dizisiffjkg olsun. E¼ger her bir x 2 A için Jm = [m� �m + 1;m] ve In = [n� �n + 1; n]

olmak üzere

lim
m;n!1

1

�am�
b
n

X
(j;k)2Jm�In

j�rfjk (x)� f (x)j = 0

olacak şekilde f (x) fonksiyonu varsa f�rfjkgçift indisli fonksiyon dizisi f�ye A üzerinde e�:
mertebeden kuvvetli (V; �; �) toplanabilirdir.

� = f(jr; ks)g çift indisli dizi olsun. Bununla beraber j0 = 0 ve r !1 iken

hr = jr � jr�1 !1

ve k0 = 0 ve s!1 iken

hs = ks � ks�1 !1

olacak şekilde tamsay¬lar¬n artan iki dizisi var ise � = f(jr; ks)g çift indisli dizisine çift

lacunary dizisi denir. Burada kr;s = jrks; hr;s = hrhs ve � taraf¬ndan belirlenen aral¬klar ise

Ir = fj : jr�1 < j � jrg

Is = fk : ks�1 < k � ksg

Ir;s = f(j; k) : jr�1 < j � jr ve ks�1 < k � ksg

şeklindedir.

h = (hr;s) dizisi yukar¬da tan¬mland¬¼g¬ gibi gözönüne al¬ns¬n ve 0 � e� = (a; b) � 1

herhangi bir reel say¬f = (fjk) fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun.

Ir;s = f(j; k) : jr�1 < j � jr ve ks�1 < k � ksg
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ve hr;s�nin e�: kuvveti
he� = �he�r;s� = �h�r;sh�s�

olmak üzere

P � lim
r;s!1

1

he�r;s jf(j; k) 2 Ir;s : j�
rfjk (x)� f (x)j � "gj = 0

olacak şekilde bir f varsa (fjk) dizisi f�ye e�: dereceden�r�lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r.

� bir çift lacunary dizisi ve e� 2 (0; 1] olsun. p pozitif bir reel say¬olmak üzere
P � lim

r;s

1

he�r;s
X

(j;k)2Ir;s

j�rfjk (x)� f (x)jp = 0

olacak şekilde bir f fonksiyonu varsa ffjkg fonksiyon dizisi f�ye e�: dereceden kuvvetli
�r
p�lacunary yak¬nsakt¬r. Tan¬mlar¬n¬da verip � ve � durumlar¬ gibi ayr¬kuvvetler için

kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬inceledik.

5.2. Öneriler

Çift indisli fonksiyon dizilerinde I Lacunary yak¬nsakl¬k I� Lacunary yak¬nsakl¬k çal¬̧s¬la-

bilir.
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