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OZET

GEOMETRIK DONUSUMLER VE MAPLE UYGULAMALARI

Déndii Bahar BASKOY AKAGUNDUZ

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Do¢.Dr. Hatice KUSAK SAMANCI
Temmuz 2021, 158 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde ¢alismamizin tarihsel gelisimi
hakkinda bilgiler verildi. Materyal ve ydntem boliimiinde vektdr uzayi, afin uzayi, Oklid uzayz,
Oklid catis1, Oklid koordinat sistemi, dogru ve diizlem denklemleri, iki dogrunun birbirlerine
gore durumlari, iki diizlemin birbirine gore durumlari, dogru ve diizlemin birbirlerine gore
durumlari, dogru ve diizlem ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica vektorlerle ilgili
kavramlar, matris ve matris islemleri, Fibonacci ve Lucas sayilari, Fibonacci ve Lucas vektorleri
ve Ozellikleri verilmistir. Bulgular boliimiinde, iki boyutlu ve {i¢ boyutlu uzaydaki
doniistimlerinin matris kombinasyonlar1 ifade edilmistir. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinin
Oklid 3-uzayindaki doniisiimleri incelenmistir. Fibonacci ve Lucas sayilari ve Fibonacci ve
Lucas vektorlerinin bazi 6zellikleri verilmistir. Householder doniisiimii ve m-boyutlu Fibonacci
ve Lucas vektorleri i¢in Householder doniisiimii tanimlandiktan sonra daha &zel hali olan
Fibonacci ve Lucas 3-vektorleri i¢cin Householder doniisiimii verilmistir. Ayrica doniisiimlerin
Maple programinda uygulamalart ve kodlar1 olusturulmustur. Dérdiincii boliimde ise sonug ve

oneriler verildikten sonra son boliimde kaynakgalar yazilmustir.

Anahtar Kelimeler: Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim, Geometrik Doniisiimler, Fibonacci

ve Lucas vektorleri, Householder déniisiimii, Oklid uzayl.



ABSTRACT

GEOMETRIC TRANSFORMATIONS AND MAPLE APPLICATIONS

Déndii Bahar BASKOY AKAGUNDUZ

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Supervisor: Dog¢.Dr. Hatice KUSAK SAMANCI
July 2021, 158 pages

This thesis consists of five chapters. In the introduction chapter; we give some
information about the historical developments of our study. In the material and method chapter,
vector space, Affine space, Euclidean space, Euclidean frame, Euclidean coordinate system, line
and plane equations, states of two lines with respect to each other, states of two planes relative to
each other, states of line and plane with respect to each other, fundamentals about line and plane
concepts are given. In addition, concepts related to vectors, matrix and matrix operations,
Fibonacci and Lucas numbers, Fibonacci and Lucas vectors and its properties are given. In the
main results section, the matrix combinations of the transformations in two-dimensional and
three-dimensional space are expressed. The transformations in Euclidean 3-space of Fibonacci
and Lucas 3-vectors have been studied. Some properties of the Fibonacci and Lucas numbers,
Fibonacci and Lucas vectors are given. After defining the Householder transformation and the
m-dimensional Fibonacci and Lucas vectors, the Householder transformation is given for the
more specific Fibonacci and Lucas 3-vectors. Also, the applications and codes of the
transformations in Maple program were created. In the fourth chapter, after the conclusions and

suggestions of our study were given, the bibliography was written in the last chapter.

Keywords: Computer Aided Geometric Design, Geometric Transformations, Fibonacci and

Lucas vectors, Householder transformation, Euclidean space.
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1. GIRIS

Geometri, belli bir doniisiim grubu altindaki degismezlerin teorisidir. Bu nedenledir ki
geometrileri dontistimlerle birlestirerek ele almak gerekir. Bu fikri ilk defa 1872 de Felix Klein
“Erlangen Programi1” ile ortaya koymus ve geometrileri siniflandirmistir [1]. Noktalar ve bunlari
birlestiren dogrular, uygun bir ¢izim algoritmasi ile birlikte nesneleri temsil etmek veya bilgileri
grafiksel olarak gostermek i¢in kullanilir. Bu noktalar1 ve dogrulari doniistiirme yetenegi
bilgisayar grafikleri i¢in temeldir. Bir nesneyi gorsellestirirken, nesnenin perspektif gériinlimiinii
Olceklendirmek, dondiirmek, 6telemek, diizeltmek veya gelistirmek istenilebilir [2].

Householder doniisiimii, bir diizleme ya da hiper-diizleme gore yansima tanimlayan
dogrusal bir dontisiimdiir. 1958°de Alston Scott Householder tarafindan tanimlanan Householder
dontisiimii ve bu doniisiime karsilik gelen matris, basta niimerik lineer cebir alan1 olmak {izere,

matrislerin QR ¢arpimsal yazilimlari igin ilk islem olarak uygulanmaktadir. Bunun yani sira,

simetrik matrislerin tri-diyagonallestirilmesinde ve simetrik olmayan matrislerin Hessenberg
formuna dontistiiriilmesinde de genis bir kullanim alan1 bulmaktadir [24].

Householder doniisiimiiniin ¢esitli uzaylarda, dejenere olmayan bilineer ya da sesqulineer
formlari, Mackey vd. (2004) tarafindan ¢alisilmistir. Cartan—Dieudonné teoremi olarak bilinen,
her ortogonal doniisiimiin, hiper-diizlemlere gore yansima belirten doniisiimlerin bileskesi olarak
ifade edilebilecegini gosteren teoremden sonra, yansima doniisiimleri 6nemli bir ¢aligma alani
olmustur. Bu teoremin, genellestirilmis reel i¢ ¢arpim uzaylarindaki durumuna ait yapisal ispati,
Uhlig (2001) ve Fuller (2011) tarafindan yapilmistir. Ayrica, yine genellestirilmis i¢ ¢arpim
uzaylarindaki alternatif ispat1 da Rodriguez-Andrade vd. (2011) ile verilmistir [13].

Fibonacci sayilariyla ¢aligsan birinin giizel sonuclar elde ettigini gormek sasirtict degildir.
Bu yiizden, Fibonacci sayilar1 6zellikle cebir alaninda ¢alisan matematikgilerin ilgilendikleri bir
konu olmustur. Son yillarda ise geometri alaninda c¢alisanlar da Fibonacci sayilariyla ilgilenmeye
baslamislar ve Fibonacci vektorleri tanimlayarak Fibonacci sayilarina geometrik bir anlam
katmay1 amaglamislardir. K. T. Atanassov, V. Atanassova, A. G. Shannon ve J. C. Turner [23]
tarafindan yapilan ¢alismada Fibonacci 3-vektorler tanimlanmis olup Fibonacci sayilarma ait
ozellikler temel alinilarak Fibonacci 3-vektorler i¢in bazi 6zellikler verilmistir. Ayrica, Fibonacci
vektorlerle olusturulan {iggenlerin alanlar1 hesaplanmistir [16]. Fibonacci 3-vektorlerinde ilk kez
vektorel carpimi tanimlamastir.

Fibonacci sayilarina benzer sekilde, Lucas sayilar1 da Fransiz bir matematik¢i olan
Edouard Lucas tarafindan, 1878'de yaygin olarak calisilan bir matematik konusu haline
geldi[28].



E. Salter [14] yaptig1 ¢aligmada bir Fibonacci I -vektoriin (ve Lucas vektoriin) tanimini
yapmis ve iki vektoriin i¢ ¢arpimina farkli bir bakis agis1 getirmistir. Ik kez Fibonacci ve Lucas
vektorlerinin normunu hesaplamistir. Fibonacci vektorleri de ilk kez farkli boyutlarda
incelenmistir.

0. Kaya, M. Onder Fibonacci ve Lucas vektérleri ve kuaterniyonlarii geometrik bir
yaklagimla incelemislerdir [29].

Karmagik tek yonlii doniisiimler basit tek eylemli doniisiimleri iceren prosediirler
kullanilarak kolayca olusturulabilir. Genellikle daha az hata egilimlidir ve hesaplamali olarak
dogrudan bir matematiksel yaklasimdan daha verimlidir. Bundan dolayr doniisimleri geometrik
problemlerde kullanarak; dogru sonuglara kolayca ulasiriz. Doniistimler bir¢ok geometrik
problemlerde kullanildigindan genis bir c¢alisma alanina sahiptir. Burada dikkat edilmesi
gereken, islemlerin c¢ogunu tekrarlayan niteliklerini yapmaktansa, bunlarin bilgisayar
programlamasi ve uygulamalarinin yapilabilmesidir. Giiniimiizde mimar ve miithendislik ¢alisma
alanlarinda doniigiim teknikleri uygulanmaktadir.

Maple, matematik ile ilgili hemen hemen tiim problemlerin ¢oziilebilecegi bir paket
programdir. Maple komutlarin1 kullanarak program da yapilabilir. Bu 6zelligi sayesinde arsiv
komutlar1 kullanilarak her tiirli matematik problemi ¢oziilebilir [11]. Gegmiste yapilan
calismalarin bize sundugu bilgiler 1s18inda bu tez ¢alismamizdaki amacimiz; iki ve ii¢ boyutlu
geometrik doniisimler gz Onilinde bulundurularak, bilgisayar grafiginin altinda yatan
matematigin temel ¢aligmalarini incelemektir. Bu uygulamalarimizi Maple uygulamalar ile
bilgisayar grafiklerine aktarmaktir. Bu tez ¢alismamizdaki iki ve ii¢ boyutlu doniisiimlerin Maple
uygulamalari ile elde edilen sonuglarin hem geometrik hem de diger alanlarda yol gosterici
nitelikte bir ¢alisma olacagi diistiniilmektedir. Ayrica Fibonacci ve Lucas vektorleri tanimlanmis
olup Fibonacci ve Lucas sayilarina ait 6zellikler temel alinarak Fibonacci ve Lucas 3-vektorleri
icin bazi ozellikler verilmistir. Fibonacci ve Lucas 3-vektorleri ile doniisiimler incelenmis ve
doniistim matrisleri tanimlanmistir. Householder doniistimii ve 6zellikleri verilmistir. m-boyutlu
Fibonacci ve Lucas vektorleri igin Householder doniisiimii tanimlandiktan sonra daha 6zel hali
olan Fibonacci ve Lucas 3-vektorleri igin Householder doniisiimii verilmistir. Householder
doniistimiiniin cesitli say1 sistemlerine uygulanmasi ileriki ¢aligmalara alt yap1 olusturabilecegi

diistiniilmektedir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde vektdr uzay, afin uzayi, Oklid uzayi, Oklid catis1, Oklid koordinat sistemi
kavramlar1 agiklanmistir. Uzayda dogru ve diizlem denklemleri, iki dogrunun birbirlerine gore
durumlari, iki diizlemin birbirine gore durumlari, dogru ve diizlemin birbirlerine gore durumlart,
dogru ve diizlem ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica vektorlerle ilgili kavramlar,
matrisler (birim, kare, satir ve siitun) ve matris islemleri (transpozesi, tersi, toplama, ¢arpma,
determinant), Fibonacci ve Lucas sayilari, Fibonacci ve Lucas vektorleri ve ozellikleri

verilmistir. Householder doniisiimii, 6rnegi ve Maple programindaki sekli verilmistir.

Tamm 2.1. (Vektor Uzay1): V bos olmayan, iizerinde vektorel toplama diyecegimiz bir toplama
ve skalerle (gergel sayilarla) carpim tanimlanmis bir kiime olsun. Simgesel olarak, vektorel

toplama ve skalerle carpim islemleri,

X,yeV i¢in Xx+yeV vereR, xeVigin rxeV

biciminde tanimli olsun; yani, V kiimesi vektorel toplama ve skalerle ¢arpma iglemlerine
gore kapali olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa V kiimesine R (gergel sayilar kiimesi)

tizerinde bir vektor uzay denir [21].

V1. Her x,y €V icin X+ Yy =y+x olmalidir. (Toplamanin degisme 6zelligi)
V2. Her x,y,Z€V i¢in (X + y) +Z=X+ ( y+ Z) olmalidir. (Toplamanin birlesme 6zelligi)

V3. Her xeV x+0=0+x=Xxolacak sekilde bir 0V bulunmalidir. (Toplama islemine
gore etkisiz eleman)

V4. Her xeV i¢in x+y=y+x=0 olacak sekilde bir yeV bulunmalidir. (Toplama
islemine gore ters eleman)

V5. Her X,yeV ve herceR igin C(X+ y) =CX+Cy olmaldir. (Skaler ile ¢arpmanin
toplama {izerine dagilimzi)

V6.  Her xeV ve ¢,C, €R igin (¢, +¢,)X=CX+C,X olmalidir.

V7.  Her xeV ve ¢,c, €R igin (cc,)Xx=c,(C,X) olmalidr.

V8. Her x €V igin 1.x = X olmalidir.



Tammm 2.2. Afin Uzay: A= bir kiime ve V,R reel sayilar cismi {izerinde n-boyutlu bir

vektor uzayi olsun. Eger

f:AxA>V
(P,Q)— f(P,Q)=PQ

fonksiyonu,

Al VP,Q,ReA igin f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R) (veyaPQ+QR=PR)

A2. VPe A Va eV icin ?Q =« olacak sekilde bir tek Q € Avardir.

ozelliklerini sagliyorsa A kiimesine V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir Afin uzay denir.

Ayrica Al. ve A2. 6zelliklerine ise afin aksiyomlar adi verilir [19,21].

Tamm 2.3. Oklid Uzay:: A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektdor uzay: V olsun.

X = (X Xpre %, ),Y =V, V0o ¥, ) Olmak iizere
() : VxV R

(X,Y)—)(X,Y)zznl:xiyi

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimiyla A da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar

tanimlanabilir. Bdylece A afin uzay1 Oklid uzayi adim alir [19,21].

Tamm 2.4. Oklid Catisi: E" standart Oklid uzayr olmak iizere E" uzayinda sirali bir

{R,,P., P} nokta n+Llisine R" de karsilik gelen {RF,RP,,..., RP, | vektor nlisi R" de bir

ortonormal baz ise {P,,P,,..., P, } sistemine E" nin bir Oklid ¢atis1 denir [21].

Tamim 2.5. Oklid Koordinat Sistemi: E" uzayinda bir X noktasinin standart Oklid catisina

gore ifadesi EjX =Z:xiﬁi dir. x:E" — R fonksiyonlarina X noktasimin Oklid koordinat

i=1

fonksiyonlari ve {Xl, Xy yeey Xn} sistemine Oklid koordinat sistemi denir [19].



2.1. Uzayda Dogru Denklemi

Uzayda bir dogrunun denklemini bulabilmek i¢in, bir noktanin ve dogrunun
dogrultmanini ifade eden vektoriin verilmesi gerekir. Bu vektorii genel olarak U harfiyle
gosterecegiz. Dogru denklemindeki en 6nemli unsur dogrultmandir [18]. Bazen dogrunun
dogrultmani dolayli sekilde verilebilir. Dogrunun denkleminin nasil bulunacagini ti¢ durumda
inceleyecegiz.

1. Bir noktasi ve dogrultmani verilen dogrunun denklemi.
2. Iki noktas1 verilen dogrunun denklemi.

3. Bir noktasi bilinen ve verilen iki dogrultmana dik olan dogrunun denklemi.
2.1.1. Bir Noktasi ve Dogrultmam Verilen Dogrunun Denklemi

R*’deki dogru denklemi R" uzayma genellestirilebilir. P noktasindan gecen ve

dogrultmani U olan dogrunun denklemi yine

PX =AU

vektorel esitliginden elde edilebilir. Buna gore, P( Py Pyiseey pn)noktasmdan gecen  ve
dogrultman vektérii U =(Uj,U,,...,U, ) olan dogrunun denklemi, X (X, X,,...,X,)degisken nokta

olmak iizere,

)\’le_pl :X2_p2 :._.:Xn_pn
U, u, u

n

kartezyen denklemiyle verilebilir. Buradan da,

X, =P +UA, X, =P, +U,A, ..., X, =P, +UA

elde edilir ki, bu dogrunun A parametresine bagli parametrik denklemidir [18].



2.1.2. iki Noktas1 Verilen Dogrunun Denklemi

iki noktanm olusturdugu vektdr, dogrunun dogrultmani olacagindan, G = PQ almabilir.
Boylece, dogrultmani ve bir noktasini bildigimiz bu dogrunun denklemini bulabiliriz. Buna gore,

P(Xo,¥o:2,) Ve Q(X,, ;.2 ) noktasindan gegen dogrunun denklemini bulalim [18].

GzW?:()ﬁ_mel_yova_zo)

dogrultman vektorii oldugundan, P(XO, yO,ZO) ’dan gecen ve dogrultmani u olan dogrunun
denklemi

X=% - Y=Y _ 274

X=% Y=Y 4-%

olarak elde edilir.

2.1.3. Bir Noktas: Bilinen ve Iki Vektore Dik Olan Dogrunun Denklemi

Herhangi iki vektore dik olan bir dogrunun dogrultman vektoriini, vektorlerin vektorel

carpimindan bulabiliriz. Herhangi bir dogrunun dogrultman vektoérii U =0 xU, ile

hesaplanabilir. Buna gére P noktasi ve U dogrultmani bilinen dogru denkleminden dogrunun
denklemini bulabiliriz [18].

2.2. R® Uzaymnda iki Dogrunun Birbirine Gére Durumlar
Uzayda iki dogrunun birbirine gore bes durumu vardir.
1. Paralel olabilirler.
2. Dik olabilirler.

3. Cakisik olabilirler.

4. Kesisirler.



5. Aykir1 dogrulardir.

Iki dogrunun birbirine goére durumlarmi dogrultman vektdr yardimiyla inceleyebiliriz. Buna

gore,

X=X Y-V, 1-1 X=X, Y-V, 71-1
d): 1 _ 1_ 1 ve (d.): 2 _ 2 _ 2
(@)= — g @)

dogrular verilsin. Bu dogrularin dogrultman vektorleri sirasiyla

b, =(a,b,c) ve 0, =(a,b,,c,)

ile verilir. Simdi, bu dogrularin birbirine gére durumlarini, bu dogrultman vektorler yardimiyla

inceleyelim [18].
2.2.1. iki Dogrunun Paralel Olmasi

Dogrultmanlar1 G, =(a,,b,c,) ve 0,=(a,,b,,c,) olan iki dogrunun paralel olmast

& _b

S 9 . C <
durumunda yani U, 11U, igin dogrultman vektorleri arasinda —+ = = = - kosulu saglanir.
a2 2 C2

2.2.2. iki Dogrunun Birbirine Dik Olmasi

Iki dogrunun dik olmasi igin, dogrultman vektorleri dik olmalidir. Buna gore, U, LG,

olacagindan (U,,U, ) =0 ve dolastyla U, =(a,,b;,c,) ve T, =(a,,b,,c,)i¢in,
a,a,+bb,+cc,=0

kosulu saglanir [18].



2.2.3. iki Dogrunun Cakisik Olmasi

Iki dogrunun denklemleri bazen farkli gériinse de, ayn1 dogruyu ifade ediyor olabilirler.

Boyle dogrulara cakisik dogrular denir [18]. Ornegin, g: % =z ve x-1=y-1=2z7-1

dogrularinin her ikisi de aym dogruyu ifade ederler. iki dogrunun cakisik oldugunu,

dogrultmanlarinin paralel olup olmadigini inceleyerek ve bir ortak noktalarim bularak

gosterebiliriz. Yukarida verilen iki dogrunun dogrultmanlar1 paraleldir ve P(2, 2,1) noktasinin

her iki dogruyu da sagladigi kolayca goriilebilir. Ayrica her iki dogruyu da saglayan sonsuz

sayida nokta bulunabilir.

2.2.4. Iki Dogrunun Kesismesi

iki dogru kesisiyorlarsa mutlaka ayni diizlemde yer alirlar. Oncelikle, verilen iki d, ve d,

dogrusunun ayni diizlemde olma kosulunu bulalim; diizlem iizerinde secilecek ii¢ vektoriin lineer

bagimliligi, dolayisiyla determinantlarinin sifir olmasi kosulu kullanilabilir. Segilecek iki vektor

zaten agiktir. Bunlar dogrularin dogrultman vektorleri olan U, ve U, vektorleridir. Ugiincii vektor

olarak, her iki dogru iizerinde alinirsa P ve Q noktalarini birlestiren %Vektérﬁ aliabilir.

Boylece, d, ve d, dogrularinin kesisme kosulu:
det(Ul,Uz,P_Q):O ve U, Jf O,

olarak ifade edilebilir. Bu kosul sadece R® uzayinda gegerlidir [18].
2.2.5. Paralel Olmayan iki Dogrunun Kesismemesi (Aykir1 Dogrular)

Iki dogru aym diizlemde yer almiyorsa, bu dogrulara aykir1 degrular denir. Dogrultman

vektorleri G,ve G, olan ve PQ vektorii, iki dogru iizerinde alimirsa P ve Q noktalarin

birlestiren vektdr olmak iizere ise, det (Ul, d,, ﬁj) # 0 dogrular aykir1 dogrulardir [18].



2.3. iki Dogru Arasindaki A1

Iki dogru arasindaki a1, dogrularin dogrultman vektorleri arasindaki acidir. Iki

dogrultman arasindaki agiy1 i¢ ¢arpimla bulabilecegimiz i¢in boyut 6nemli degildir. Her boyutta,

cosd =

oldugunu kullanarak, iki dogru arasindaki a¢1 bulunabilir [19].

2.4. Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhg

Teorem 2.4.1. R?’de diizlemde bir A(X,, Y, ) noktasinin ax+by + ¢ = 0dogrusuna uzaklig1

/e |ax, +by, +c|

Ja? +b?
denklemi ile verilir [18].

Teorem 2.4.2. R®’de bir A noktasinin, P noktasindan gegen ve dogrultusu 0 olan dogruya

uzakligi

Ll

ol
ile verilir [18].
2.5. Aykari iki Dogru Arasindaki Uzaklik

R®’de bir P noktasindan gegen ve dogrultusu U, olan dogru ile, Q noktasindan gegen ve

dogrultusu U, olan dogru arasindaki en kisa uzaklik



. ‘det(ﬁl,ﬁz,P—Q)‘

”Ul x Uzn

olarak verilir [18].

2.6. Uzayda Diizlem Denklemi

R® uzayinda, diizlem denklemini basit olarak, vektdrleri ve i¢ carpimi kullanarak ifade
edebiliriz. Diizleme dik olan bir vektdr, diizlem iizerindeki tiim vektorlere dik olacagindan, i¢

carpimlari sifir olur. O halde diizlem denklemini belirlemede en 6nemli vektor, diizleme dik olan

vektordiir. Bu vektore diizlemin normali denir ve N harfi ile gosterilir [18].

2.6.1. Bir Noktasi ve Normali Bilinen Diizlemin Denklemi

R® uzayinda, bir P(X,, Y, Z,) noktasindan gegen ve N =(A,B,C)vektoriine dik olan

diizlemin denklemi
A(X—X,)+B(y—Y,)+C(z—-2,)=0
ile hesaplanir.

2.6.2. U¢ Noktas1 Verilen Diizlem Denklemi

Bir diizlemin normal vektorii daima acikca verilmeyebilir. Vektorlerin 6zellikleri

kullanilarak, diizlemin denklemini bulabiliriz. iki farkli sekilde bulabilecegimizi gdsterelim.
2.6.2.1. Vektorel Carpimla Diizlemin Normal Vektoriiniin Hesaplanmasi

Diizlem iizerinde verilen dogrusal olmayan ii¢ noktayr kullanarak olusturacagimiz

herhangi iki vektoriin vektorel ¢arpimi, diizlemin normal vektdriinii verir. Diizlemin dogrusal

olmayan ii¢c noktast P,Q,Rolsun. Bu durumda PRxPQ vektdrel carpimi, diizleme dik

olacagindan, N = PRxPQ alnabilir.

10



2.6.2.2. Diizlemde Bulunan U¢ Vektoriin Lineer Bagimlihg

R® uzaymda, bir P(X,¥,,2,),Q (X, Y,,2,) Ve R(X;, ¥;,Z; ) noktalarindan gegen diizlemin

denklemi
X=X Y=y -z
X=X Y=Y Z,-7|=0
X=X Ys=Y 43—

matrisinden hesaplanir [18].
2.6.3. Verilen iki Dogruya Paralel Olan ve Bir Noktas: Verilen Diizlemin Denklemi

Eger bir diizlem, iki dogruya paralel ise, bu dogrularin dogrultman vektdrlerine de

paraleldir. Bu durumda, diizlemin normal vektorii, dogrularin dogrultman vektorlerine dik olur.
Dogrularin dogrultmanlar1 U, xU, olmak tizere, N = U, xU, alinabilir. Boylece normali ve bir

noktas bilinen diizlem denklemini bulabiliriz [18]. Buna gore, P diizlem iizerinde bir nokta ve

X diizlem tizerinde herhangi bir noktay1 gostermek iizere,
(d, T, PX) = det (6, @, PX ) =0
esitligi diizlem denklemini verir.

2.6.4. Eksenleri Kestigi Noktalarin Koordinatlar1 Verilen Diizlem Denklemi

Bir diizlemin X, y, z eksenlerini kestigi noktalar sirasiyla a,b,c ise bu diizlemin denklemi

ile bulunur [18].
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2.7. iki Diizlemin Birbirine Gore Durumlar:

2.7.1. iki Diizlemin Paralel Olmasi

Diizlemlerin normalleri sirastyla Nl,ﬂzolmak izere diizlemlerin paralel olmas: igin

N, || N, olmalidir [19]. Yani; N, =(A,B,C,) ve N, =(A,,B,,C,) ise

A_B_C_,
A,

2 2

olmasi gerekir.

2.7.2. iki Diizlemin Dik Kesismesi

Iki diizlemin dik olmasi igin Nl 1 qu olmasi gerekir yani <N1,N2>:O olmalidir ve

dolasiyla N, =(A,B,,C,) ve N, =(A,,B,,C,)ise
AA +BB,+CC,=0
olmasi gerekir [19].
2.8. Bir Dogru ile Bir Diizlemin Birbirine Gére Durumlari
Bir dogru ile bir diizlem i¢in, ii¢ durum s6z konusudur.
1. Dogru diizleme paraleldir.

2. Dogru diizlemin i¢indedir.

3. Dogru diizlemi keser.

Bir d: 2= % y;yl + 278 by dogrusu ile bir w: Ax+By+Cz+ D =0 diizlemi verilsin. Buna
a C

gore, dogrunun dogrultmani {=(a,b,c) ve diizlemin normali ise N =(A,B,C)olmak iizere,

dogru ve diizlemin birbirlerine gére durumlarini inceleyelim [18].
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2.8.1. Bir Dogrunun Bir Diizleme Paralel Olmasi

Yukarida denklemleri verilen d dogrusu ile W diizleminin birbirine paralel olmasi ig¢in,

dogrunun dogrultmani ile diizlemin normalinin birbirine dik olmas1 ve dogru iizerinde bulunan

P(X,, ¥;, 2 )noktasnin W diizleminde bulunmamasi gerekir. Buna gore,

5 } ULN@<U,N>:O©aA+bB+cC:O
Dogru [l Diizlem <
Ax +By, +Cz, +D %0

seklinde ifade edebiliriz [18].
2.8.2. Bir Dogrunun Bir Diizlem icinde Olmasi

Dogrunun tiim noktalar1 diizlem denklemini saglamalidir. Ayrica, dogrunun dogrultmani

ile diizlemin normali birbirine dik olur. O halde, P (XO, Yo: Zo ) dogrunun bir noktas1 olmak iizere,

Ax, +By, +Cz,+ D=0

Dogru diizlemin i¢indedir < -
ULN<aA+bB+cC=0

seklinde ifade edebiliriz [18].
2.8.3. Bir Dogrunun Diizlemle Bir Noktada Kesismesi

Dogrunun diizlemle kesigsmesinde, dik kesigsmesini ayrica inceleyelim. Dogrunun

dogrultmani ile diizlemin normali birbirine paralel olur. O halde,

Dogru L Diizlem <> i | N <

b_¢
B C

> | o

seklinde ifade edebiliriz.
Diger yandan, bir dogru ile diizlemin kesisme noktasi; dogrunun parametrik denklemi

kullanilarak, diizlem denkleminde yerine yazilir ve kesisme noktasinda parametrenin degeri

belirlenerek kesisme noktasi bulunabilir.
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x—><1+y;y1+z—z
C

Ornegin, L = 2 dogrusunu,

X=al+X,y=bA+y,z=CcAl+z

bi¢iminde, A’ya bagh olarak yazip, diizlem denkleminde yerine yazarsak A degeri bulunur.

Kesisme noktasini bulmak i¢in, geriye A degerini yerine yazmak kalir [18].
2.9. Oklid i¢ Carpim

R" uzayinda, bir U vektoriiniin i¢ carpimu,

(0,0) =u} +u; +...+u;

ile tanimlidir. Vektoriin uzunlugu;

||U||:\/u12 +UZ +. U

olarak elde edilir. Vektoriin uzunlugu ile i¢ garpimi arasindaki iligki

ile verilir [18,19].
2.10. iki Vektor Arasindaki Aci

X ve ¥, R" uzayinda iki vektor olsun. Xvey arasindaki ag1 6 ise

T
|
<l

~

cosé =

i
<l

esitligi saglanir [18].
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2.11. iki Vektor ile Olusturulan Paralelkenarin Alani

X ve V¥, R" uzayinda iki vektor olsun. Xvey arasindaki a¢1 6 ise Xvey ile olusturulan

paralelkenarin alani

Alan(%, 7) = (%, X)(3,9) (%, 3
elde edilir [18].
2.12. Ug¢genin Alam

Diizlemde kdselerinin koordinatlart A(X,Y;), B(X,,Y,) ve C(X,,y;) olan iiggenin alan

11 X YN
AIan(ABC)=§1 X, Y,
1 % Y

degerinin mutlak degeridir [18,19].
2.13. Izdiisiim Vektoriiniin Bulunmasi

X ve Yy eR"sifirdan farkli vektorleri verilsin. X vektoriiniin, Y vektorii tizerindeki dik

izdlistim vektorii

¢ %)

Xizd:< , >y

X
<l

<l
<l

ile bulunur [19] .

2.14. Vektorel Carpim

Uzayda X = (Xl, Xy, X3) ve Y= (yl, Y,, y3) gibi iki vektoriin vektorel carpimi;
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i j k
XxY=IX X, X :(X2y3_X3y2!_xly3+X3yl’le2_Xzyl)
Yio Y2 Y5

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore, iki vektoriin vektorel carpiminin sonucunda yeni bir vektor

elde edilir [18].
2.15. Matrisler ve Islemleri

MxnN tane sayinin, Msatir ve N silituna yerlestirilmesiyle olusturulan tabloya bir matris

denir. Genel olarak bir matris,

8; &, .. & .. Gy

a‘21 a‘22 e a2 i a2n

a'll a‘i2 au a‘in
N e B |

seklinde gosterilir. mxn tipinde bir matris ve a; sayilarma da matrisin dgeleri denir. mxn

tipindeki bir matris, kisaca A= (aij )m ] seklinde yazilir [25].

2.15.1. Satir ve Siuitun Matrisi

A, mxn tipinde bir matris olsun. Eger m=1 ise, yani A 1xn tipinde bir matris ise A
matrisine satir matrisi; n=1 ise, yani A mx1 tipinde bir matris ise A matrisine siitun matrisi
denir [25] .

8y
A=[a, &, a,] satrmatrisi, B =|a,, | siitun matrisi

83
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2.15.2. Kare Matris

Bir matriste satir sayisi ile siitun sayisi esit ise bu matrise kare matris denir. nxn

tipindeki bir kare matrise, n. mertebeden kare matris denir. Ayrica, n. mertebeden bir kare

matriste, i=1,2,...,n igin @, 6gelerine matrisin kosegen ogeleri denir [20].

a, 4, a5
A= Ay 8, day
aSl a32 a33 3x3

kare matrisinin kdsegen dgeleri a,;,a,,,a,;” tir.

2.15.3. Birim Matris

Bir kare matrisin kosegeni lizerindeki tiim 6geleri 1 ve geriye kalan biitiin 6geleri 0 ise,

bu matrise bir birim matris denir. n. mertebeden birim matris |, ile gosterilir ve

1i=jise
In:(é}j) a@j:{ . J
nxn 0,i= jise

bi¢iminde de ifade edilir.

100

10
2={0 1} ve I,=/0 1 O
0 01

matrisleri sirasiyla 2. ve 3. mertebeden birim matrislerdir [20, 25].

2.15.4. Bir Matrisin Transpozesi

Bir A matrisinin satirlari ile stitunlariin yer degistirilmesiyle elde edilen yeni matrise, A
matrisinin transpozesi denir ve bu matris A" ile gdsterilir. Tamimdan anlasilacag gibi, mxn
tipindeki bir matrisin transpozesi nxm tipindedir [20].
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8, A, 8y,

a a .. a .
Il I~

a'ml a‘m 2 a‘mn mxn ain

2.15.5. Matrislerde Toplama islemi

A=(q )mxn ve B=(b, )mxn

a'21 ml
a, .. a,
- FR- W

matrislerinin toplami1 bu matrislerin karsilikli bilesenleri

toplanarak elde edilen bir matristir. Yani, A+B:[aij+b”}mndir. Mertebeleri farkli olan

matrislerin toplami1 tanimli degildir [20].

2.15.6. Matrisleri Skaler ile Carpma Islemi

A=(a. eR™veceR olmak iizere | ca e R™ matrisine A matrisinin ¢ skaleri
i Jmxn n U Imxn n

ile carpimi denir ve C.A ile gosterilir. Boylece

&; & Ca; Cayp,
I aZl a22 a‘2n — CaZl Ca22
&y Ay - | [Cay Ca,
olur [20].

2.15.7. Matris Toplaminin ve Skaler ile Carpma isleminin Ozellikleri

Her A B,C e R matrisleri ve her c,d € R skalerleri i¢in asagidakiler saglanir [20]:

1. (A+B)+C=A+(B+C);
2. A+0=A=0+A;
3. A+(-A)=0=(-A)+A

4, A+B=B+A;
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5. A+C=B+C=A=BvA+B=A+C=B=C;
6. c.(A+B)=c.A+cC.B;

7. (c+d).A=cA+d.A

8. (cd).A=c.(d.A);

9. 1,R ’nin ¢arpma islemine gore birim elemani olmak tizere 1.A= A'dur.

2.15.8. Matrislerde Carpma Islemi

A, mxn tipinde bir matris ve B , nx p tipinde bir matris olsun.

A= [aij ]mxn ve B= [b” Jnxp oldugunu varsayalim. (i,k).inci bileseni

n
Gy = Zaijbjk
=1

esitligiyle tanimli olan[cij ]m ; matrisine, A ile B matrisinin ¢arpimi denir ve AB ile gosterilir.

Herhangi A ve B matrisleri igin ¢arpim tanimli degildir. Bu matrislerin ¢arpilabilir olmasi i¢in

A’nin siitun sayist B ’nin satir sayisina esit olmalidir. Bu tanim kisaca

[a ][], [Z"’“b}

xp

esitligi ile verilebilir. Matris ¢carpimu ile ilgili
1. A, mxn tipinde bir matris ve B, nx p tipinde bir matris ve C, pxr tipinde bir matris

olmak iizere (AB)C = A(BC),
2. A, mxn tipinde bir matris ve B, nx p tipinde bir matris ve C, nx p tipinde bir matris

olmak {izere A(B +C) =AB+AC,

3. A, mxn tipinde bir matris ve B, pxm tipinde bir matris ve C, pxm tipinde bir

matris olmak iizere (B+C)A=BA+CA,
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4. c bir skaler ve A, mxn tipinde bir matris ve B, pxm tipinde bir matris olmak iizere
(c.A)B=c.(AB) ve A(c.B)=c.(AB),

ozellikleri saglanir [20].

2.15.9. Kare Matrislerin Carpma Islemine Gore Tersi

A= (aij )m ) bigimindeki kare matrislerin, garpmaya gore tersini A~ bi¢iminde gosteririz.

Determinanti sifirdan farkli matrislerin tersi vardir.

a; &, a5
A= Ay 3, ay
 p Ay

ek matrisi bulunurken; her elemanin yerine kofaktorii yazilir ve elde dilen matrisin transpozu

alinir.
.
a:l.l a12 a13 a:l.l a'21 a31
Ek(A): Ay 8y Qp| =|Q, QA a
a‘Sl a32 a33 a13 a23 a33
L1 . L . . a b
A :m.Ek(A) (|A|¢O) ile bulunur. A , 2x2°‘lik bir matris ise tersi A= ¢ d ise
-1 1 d - . .. . .. T
A= ile bulunur. Matrisin tersi ve transpozesi ile ilgili
ad-bc|-c a

1. A kare matrisinin ¢arpmaya gore tersi varsa A" matrisinin de carpmaya gore tersi vardir
ve (A7) =(A),
2. A n-inci mertebeden regiiler bir matris ise A" de regiilerdir ve (A‘l)_1 =A,
3. n-inci mertebeden A ve B regiiler kare matrisleri igin AB matrisinin de garpmaya gore
tersi vardir ve (AB )71 =B*A™,
ozellikleri saglanir [25].
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2.15.10. Matrisin Determinanti

A= [aij ]n _eRY kare matrisine bir reel skaler karsilik getiren ve det A|A| ya da

&; 8, .. &,
a21 a22 e a'2n
anl an2 e a‘nn

sembollerinden biri ile gosterilir. Determinant hesaplamalari i¢in baslica metotlar sunlardir:

1. 2x2 tipindeki A= [aij L ,matrisinin determinant

8y 8y

a'21 22

det A= =a,;8,, — 8,3,

dir.
2. Sarrus Kurali: Sadece 3x 3 tipindeki matrisin determinantinin hesaplanmasinda kullanilan

bir metottur.

A, 8, 8
a'21 a22 a‘23
aSl a32 a33 = a11a22a33 + a'21a32a13 + a31a12a23 - [a13a22a31 + a23a32a11 + a33a12a21]

a; &, a5
a‘21 a22 a‘23

3. Kofaktdr yardimiyla hesaplanmasi: Herhangi satir veya siitunu segebiliriz. 2. Siitunu

secelim. Bu durumda,

det A=a, A, +a, A, +ayA;,
142 8y 8y
A= M =00 o
CTRNCE
8 Ay
8y 8
8y Ay

= (—1)[&216133 - a22a31]

Azz = (_1)%2 M 2= (1) = (1)[a11333 - a13a31]

A32 = (_1)%2 Msz = (_1) = (_1) [auazs - a13a21]
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ile hesaplanir [20].

2.16. Fibonacci- Lucas Sayilari ve Vektorlerinin Temel Ozellikleri

Tamim 2.16.1. (Fibonacci-Lucas Sayilar1) tim n pozitif tamsayilar i¢in n’ inci Fibonacci

sayist F, ve Lucas sayist L, ile gosterilmek iizere ikinci dereceden tekrarlama bagntisi ve

n

baslangi¢ kosullar

Fn+2 =F

n+l

+F, F=F=1

1 2 !

L,=L,+L, L=1 L=3

n+1

ile tanimlanir [ 14]. Fibonacci ve Lucas sayilari

11,2,3,5,8,13,21,34,55,...,F,,...
13,4,7,11,18,29,47,...,L,...

olarak verilir.

Teorem 2.16.1. (Binet Formulii) x* —Xx—1=0 denkleminin kokleri o = 1+

olmak tizere Fibonacci ve Lucas serisinin n. terimini veren Binet formiilleri

Fn:a _B Ve I—n:O(n'FBn
oa—p

ile tanimlanir. Burada a+B=1, a—-B= \/5_ veof =-1 esitlikleri saglanir. Ayrica o ’ya altin

oran denilir [15,16].

Teorem 2.16.2. Fibonacci ve Lucas say1 dizileri igin asagidaki 6zdeslikleri verilebilir [14,16,17];
1) F?

n+1

2) I:n2+1 - I:n2 = I:Zn’

+F?=F

2n+1?

3) F,.F,.—F’=(-1)", (Cassini Formilii)
F

4) F.F +F

n+1

F —

m+1l 7 ' n+m+1?
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5) FF,..—F..F.=(-1)"FF

+r n+r- m r-n-m?

6) FnFm+1_F F :(_1)m F

n+l" m n-m?
7) Fn = Ln—l + Ln+l’
8) I:2n = I:n I-n’
9) F,=(-1)""F,

10) L, =(-1)"L

n?
Tanim 2.16.2. Her m pozitif tamsayilar1 ve her n tamsayilari igin, Fibonacci ve Lucas vektorleri

FrooFrma] Ve CM=[L, L

n+2°**% n+m-1 n n+1

LopeLyima |

n+2°"" —n+m-1

ile tanimlanir. Burada F., ve L, sirastyla n’inci Fibonacci ve Lucas sayilaridir [14,23].

n?

.
Teorem 2.16.3. Her m pozitif tamsayilar1 ve her n tamsayilari i¢in, éz[l o ocz...ocm&] ve

5:[1 B BZ...ﬂm’lT olmak iizere her F, ve L Fibonacci ve Lucas vektorleri icin Binet

formulleri

F =ai_p)(a"a—5“6) ve L =a"a+p"b

n

ile tanimlanabilir [14].

Tamim 2.16.3. (i¢ ¢carpim) Her m pozitif tamsayilar1 ve her n tamsayilari igin lfn'l11 ve lfn':,

Fibonacci vektorleri ile I:;”l ve I:TZ Lucas vektorlerini alalim.

Iki Fibonacci vektorii arasindaki Oklid i¢ carpimi

< anln’ Ifnr:> = Fn1 Fﬂz + I:n1 Fnz *ot Fnl+mlen2+m71
Fm Fn1+n2+mfl m (;Ift Ise

) %( Lol ()" Ly ) mitekise
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iki Lucas vektorii arasindaki Oklid i¢ carpimi

(B 0 ) =L, L, + L Ly ot Ly

n !, ™ +m-1"n,+m-1

{SF F m cift ise

m° m+n,+m-1
L,L

m = +n,+m-1

(-1)" L m tek ise

Ny—My

bir Fibonacci ve bir Lucas vektorii arasindaki Oklid i¢ ¢arpimi

(Fr ) =F Ly, +Fy Ly oot Pl
SF,Fyinema m Gift ise
I LR O ) L m tek ise

olarak tanimlanir [14].

Tanim 2.16.4. (Norm) Her m pozitif tamsayilari ve her n tamsayilari icin F" Fibonacci

vektoriniin hormu

N ) m cift ise
Frll =11 ' .
g(Lmmel—Z(—l) ) m tek ise

ve L Lucas vektoriiniin normu

2

I‘_’m

n

5F.Fima m cift ise
Lo Lo +2(<1)" m tek ise

olarak tanimlidir [14].

Tamim 2.16.5. (Vektorel Carpim) Oklid 3-uzayinin {€,,€,,€,} ortonormal baz vektdrleri olmak

lizere lfnl ve lfn2 Fibonacci 3-vektorleri olsun. Iki Fibonacci vektériiniin vektorel carpimi
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olarak elde edilir [23].

Sonug 2.16.1. Fibonacci ve Lucas vektorleri her zaman (1, 1, —1) vektoriine diktir.

Sonu¢ 2.16.2. Fibonacci ve Lucas vektérleri (1,1,—1) normal vektdrlii diizlemin iginde yer
alirlar.
Teorem 2.16.4. [3] Ifnl, Ifn2 ve IfnS Fibonacci 3-vektorleri olsun. Bu ii¢ vektoriin skaler carpimi

sifirdir, yani,

Sonug¢ 2.16.3. Bir paralel yiizlii Fibonacci vektorleri ile olusturulamaz [26].
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2.17.E" Uzayinda Householder Doniisiimii

Householder doniisiimii en genel halde bulundugu uzayin boyutuna gore, bir dogruya, bir

diizleme veya bir hiper-diizleme gore yansima hareketi yapan bir doniisiimdiir. 1958’de Alston
Scott Householder tarafindan tanimlanmigtir. U ve V vektorleri E" uzaymnda sifir olmayan,
farkl siitun vektdrleri olsunlar. T =(u,,U,,..U, )ve V' =(V,,V,,.\, ) olmak iizere

(T, V) =UN, +UV, +...+Uv, =01V

carpimu Oklid i¢ ¢arpimi olarak tanimlanir [12]. Oklid i¢ carpimia gore tanimlanan

kiimesi, V vektoriine ortogonal vektorlerin kiimesini gosterir. U vektoriiniin V vektorii tizerine

dik izdiisiim vektorii

<

T
<l

)
)

izd, ()= v

<l
<l

<

ile bulunur [13]. Bu vektdr 1V, (r € R) ile gosterilsin. Bdylece, bir H déniisiimii i¢in

H(T)=0-2rV

doniisiimiiyle elde edilen vektoriin 0 vektoriiniin V*© hiper-diizlemine gore yansima vektorii

oldugu sonucuna varilir. Bu sekilde elde edilen

<l

(u,
<

)
)

H(U)=0-2 v

<l
<l

doniistimiine Householder doniisiimii, bu doniisiime karsilik gelen H matrisine de Householder

matrisi ad1 verilir [12].
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Teorem 2.17.1. Sifirdan ve birbirinden farkli G,V € E" icin, U vektoriinii V© hiper-diizlemine
gore yansimasini veren Householder doniistime karsilik gelen Householder matrisi H olmak
uzere
Wt
H=1-2—
Vv

—t—

V
ile bulunur [27].
Ornek 2.17.1. Householder doniisiimii

R® uzayinda verilen G =(2,3,4)vektoriiniin, 2x+2y+2z=0 diizlemine gore simetrigi

olan vektori bulalim.

Simetrigi olan vektorii bulmak i¢in, Householder doniisiimii uygulanabilir. U vektoriiniin
2X + 2y +z = 0diizlemine gore simetrigi olan vektoriin bulunabilmesi i¢in diizleme ortogonal bir
vektor bulunmasi gereklidir; bu vektor V seklinde isimlendirilirse, V igin diizlemin normali

secilebilir. Boylece, v =(2,2,1) olur ve Householder matrisi de

2
2([2 2 1]
_._.t 1
=[-2—=1-2 __
" V' 2
[2 2 1]|2
1
1 00 4 4 2] 1 -8 -4
H=010—§442=%—8 1 -4
0 01 2 2 1] -4 -4 7

elde edilir ki, ortogonal, simetrik ve dolayisiyla tersi kendisine esit bir matris oldugu kolayca

goriilebilir. Boylece,
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RN I
Hu)=3|-8 1 —4[3]=(|-20
4 4 7|4 8

olarak elde edilir. Sonug agagidaki sekilde gosterilmistir.

2

VA

Sekil 2.1 Householder Dontistimii
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3. BULGULAR

Tez c¢alismamizda iki boyutlu uzaydaki, meyillenme, yerel Ol¢eklendirme, donme,
yansima, oOteleme doniisiimlerinin matris olarak ifadeleri verilmistir. Ug boyutlu uzaydaki
meyillendirme, yerel o6l¢eklendirme, donme, yansima, Oteleme ve genel Olgeklendirme
doniisiimlerinin matris kombinasyonlar1 ifade edilmistir. Déniisiimlerin Oklid uzayinda oldugu
gibi Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerindeki uygulamalart incelenmistir. Yapilan matris
doniistimlerinin Maple programinda uygulamalar1 yapilmistir. Fibonacci ve Lucas sayilari,
Fibonacci ve Lucas vektorleri 6zellikleri, Householder doniisiimii ve 6zellikleri verilmistir. m-
boyutlu Fibonacci ve Lucas vektorleri i¢in Householder doniisiimii tanimlanmistir. Sonra
Fibonacci ve Lucas 3-vektorleri icin Householder doniisiimii verilmistir. Ayrica geometrik
cisimler Maple programinda olusturulmustur. Ayrica doniisiimlerle ilgili Maple programinda
animasyon oOrnekleri verilmistir. Boylece yapilan arastirmalar bilgisayar destekli tasarim ile

biitiinlestirilmistir.
3.1. iki Boyutlu Déniisiimler ve MAPLE Uygulamalar
3.1.1. iki Boyutlu Noktalarin Temsili

Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarimda diizlemsel bir nokta iki boyutlu koordinatlariyla

1x2 satir matrisi kullanarak

[x ]

ile temsil edilir. Ug boyutlu uzayda ise bir nokta 1 x 3 satir matris

[x v ]

ile gosterilir. 1ki boyutlu ve ii¢ boyutlu bu satir matrisleri ayrica konum vektérleri olarak

adlandirilir. Alternatif olarak, iki ve {i¢ boyutlu noktalar
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VA

stitun matrisleri ile temsil edilebilir [6].
3.1.2. Doniisiimler ve Matrisler

Matris elemanlari, bir say1 deposu, bir ag veya bir denklem kiimesinin katsayilar1 gibi
cesitli miktarlar1 temsil edebilir. Matris cebir kurallari, bu matrisler iizerinde izin verilen

islemleri tanimlar. Birg¢ok fiziksel problem matris formiilasyonu ile ¢6ziimlenir. Fiziksel sistem

modelleri i¢in, problem su sekilde formiile edilmistir: [T] doniligiim matrisi olmak iizere [A]
matrisinin [B]matrisine déniistiiren doniisiim denklemi [A][T]=[B] ile verilir. Bu durumda
doniisiim matrisi [T]=[A] "[B] olarak da bulunabilir. Burada [A] " matrisi [A] kare matrisinin

tersidir [4].

Alternatif bir yorum olarak [T] matrisi geometrik bir operatdr olarak ele alnabilir.
Burada [A] > da bulunan matris ¢arpimi, icinde yer alan pozisyon vektdrleri tarafindan temsil
edilen bir dizi nokta iizerinde geometrik bir doniisiim gerceklestirmek icin kullanilir. [A]Ve [T]

matrislerinin bilindigi varsayildiginda [B] matrisinin elemanlari belirlenebilir. [T] déniisiim

matrisinin geometrik bir operatdr olarak yorumlanmasi, bilgisayar grafiklerinde yararli olan

matematiksel doniisiimlerin temelidir [6].

3.1.2.1. Noktalarin Doniisiimleri

P noktasinin koordinatlarini ve genel bir 2 x 2 doniisiim matrisini igeren [X y]

matrisinin ¢arpiminin sonuglari

[X][T]=[x y]ﬁ1 (ﬂ =[(ax + cy)(bx + dy) | = [x* y*} (3.1)
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olarak elde edilir. Bu matematiksel gosterim, X ve y koordinatlari yerine X  ve Y

koordinatlarmin X’ :(ax + cy) ve Yy =(bX + dy) olarak doniistlirilmesi anlamina gelir. P

noktasinin doniistiiriilmiis koordinatlar x"ve Yy~ haline gelir. Birka¢ 6zel durumu arastirarak
baslayalim.
a=d=1 ve b=c=00ldugu durumu gdz Sniinde bulundurulsun. [T ] ddniisiim matrisi daha

sonra birim matrise indirgenir [2]. Boylece,

10

Xm0 vl[g 3|0 v1=[x v] 32

ve P noktasmin koordinatlarinda degisiklik olmaz. Matris cebrinde birim matrisi ile ¢arpma
islemi, siradan cebirde 1 ile ¢arpma ile ayni oldugundan, bu sonug beklenir [2,3].

Ikinci durumda d =1,b = ¢ = Oolarak diisiiniildiigiinde

a o0

XIT-0x vy 3]l vi=lx v 63

sonucu elde edilir. Bundan sonra X =ax pozisyon vektorii Xbileseninde olceklendirme
degisikligi meydana getirir. Bu doniisiimiin etkisi Sekil 3.1a’da gosterilmektedir. Ucgiincii

durumda b = ¢ = 0 olarak diisiiniildiigiinde
a O * *
T -x vl g |l =[xy 6

denklemi elde edilir [2,3]. Bu, Sekil 3.1b’de gosterilen, P orijinal pozisyon vektdriiniin hem X
hem dey koordinatlarinin lceklendirilmesini saglar. & # d ise Slgekler esit degildir. a=d )1
ise, o zaman koordinatlarinin tiimden biiyiiyerek 6lgeklenmesi sonucunda P olusur. 0¢(a="b(1

ise, P ’de gosterilen koordinatlarinin tiimden kiigiiltiilerek 6lgeklenmesi olusur [2,3].

a velveya d negatif ise, bir eksen veya diizlem boyunca yansimalar meydana gelir. Bunu

gormek i¢in katsayilari b=c=0,d =1 ve a = -1 olarak diisiiniildigiinde
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-1 0

=0 vl g 5 |-lx =[xy ] 65

elde edilir ve Sekil 3.1c’de gosterildigi gibiy -ekseni ile sonuglanir. Egerb=c=0,a=1 ve
d = -1 0 zaman X -ekseni boyunca bir yansima meydana gelir. Eger b =c =0,a =d < 00yleyse,
orijinden bir yansima meydana gelir. Bu, Sekil 3.1d’de a=-1,d =-1 ile gosterilmistir.
Koordinatlarin hem yansimasinin hem de Ol¢eklendirilmesinin sadece doniisiim matrisinin

kosegen terimlerini i¢erdigini unutmayalim [2,3].

Simdi kdsegen dis1 terimlerin etkilerini diisiinelim. ilk énce a=d =1 Ve ¢ = 0 olarak diisiinelim.

Boylece,

b

XIT=0x ¥y ][ Gren)=[x ] 69)

P noktasmin X koordinatinin degismedigine, Y ’in orijinal koordinatlara dogrusal olarak bagli
olduguna dikkat edelim. Bu etki, Sekil 3.1e’de gosterildigi gibi meyillendirme olarak adlandirilir
[2,3]. Benzer sekilde, doniisima=d =1,b=0, Sekil 3.1fde gosterildigi gibi, y koordinatla
orantil1 bir kayma meydana getirmistir. Boylece, kdsegen dis1 terimlerin P konum vektoriiniin

koordinatlar1 tizerinde meyillendirme etkisi yarattigini gériiyoruz.

x*=cy+x

P-—-=+—P]

- v - - \ 0
-1 0 1 2 3 0 1
xx*

Sekil 3.1. Noktalarin dontigtimii
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3.1.2.2. Dogrular Doniisiimii

A dogrusu, u¢ noktalarinin koordinatlarini belirten iki konum vektoriiyle tanimlanabilir.
Bu iki noktayi birlestiren dogrunun konumu ve yonii, bu iki konum vektori lizerinde ¢alisilarak
degistirilebilir [7].

iki boyutlu diizlemdeki Ave B noktalar1 arasindaki A dogrusu cizilir; Sekil 3.2. Ave B
noktalarmnin konum vektorleri sirasiyla [A] = [0 1] Ve[B] = [2 3] ’dir.  Simdi  doniisim

matrisini diisiinelim;

7] {; ﬂ (37)

daha onceki tartigmamizda hatirladigimiz gibi meyillenme etkisi yaratir. A ve B konum

vektorlerini doniistiirmek i¢in [T] kullanilarak,

2

[A][T]=[0 1]@ 1}:[3 =]~ (38)

BT}z 5} 2]-l 7[5 ©9)

bi¢giminde yeni donistiiriilmiis A® ve B konum vektorlerini iiretir. Boylece, sonugta ortaya

cikan koordinatlar A* i¢in X" =3vey  =1’dir. Benzer sekilde, B"yeni koordinatlariyla x* =11

ve y* =7°dir. Daha 6zet olarak; AB dogrusu, 2 x 2 ’lik matris tarafindan temsil edilebilir.

H-5 5

icin [T] ile temsil eden matris ¢arpimi,

(LER S S 610
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[L*] bilesenlerinin doniistiiriilmiis halini [K]ve [L]konum vektorleri temsil etmektedir. A ’dan
K ve B’den L déniisiimii Sekil 3.2.’de gosterilmektedir. Ilk eksenler X,y ve doniistiiriilen
eksenler x*,y" dir. Sekil 3.2. [T] meyillenme doniisiimiiniin dogrunun uzunlugunu arttirdigini

ve yoniinii degistirdigini gostermektedir [6].

wn
'

—
N
g

Sekil 3.2. Paralel dogrularin doniistimii
3.1.2.3. Orta Nokta Doniisiimii

Sekil 3.2., 2x2doniisim matrisinin (bkz. denklem 3.7), y=x+1 dogrusunu A veB
noktalar1 arasinda ve bir baskay:( %)X—% dogruyu A" veB"arasinda doniistiirdiigini

gostermektedir. Aslinda, 2x2’ lik bir matris herhangi bir dogruyu ikinci bir dogruya

doniistiiriir. Ikinci dogrudaki noktalar, dogrunun noktalari ile bire bir benzerdir. Bunu daha da

dogrulamak i¢in A ve B arasindaki dogrunun orta noktasinin doniisiimiinii goéz oniine alalim [8];
a b
A-bowl [BlDe vl v [Ty

her iki noktay1 da ayn1 anda u¢ noktalara donistiiriirsek,
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i e <]

| ax ey, bx+dy, | | A
“|ax,+cy, bx,+dy, |

olarak elde edilir. Dolayisiyla, A’B*dogrusunun doniistiiriilen ug¢ noktalart;

[A]

[B"]=[ax, +cy,

[+,

olur. Dontistiiriilen A"B*

B*

bx, + dY1] = [Xl* yl*:l

bx, + dYZ] = [Xz* yz*:'

dogrusunun orta noktast,

[, ym*]{xl*zxz* yl*;yz*}

y {(ax1 +cy,)+(ax, +cy,)  (bx, +dy, )+ (bx, +dy2)}
2 2

{a(&+xz)+c(yl+yz) o 0at%) L (VitYs)

ile doniistiiriilen u¢ noktalardan hesaplanir. AB orijinal dogrusuna dénmek i¢in,

2 2 2 2 }

[, ym]{(xlzxz) (ylgyz)}

orta nokta formiili kullanilir. AB orta noktasina [T ] doniistimii uygulanirsa,

[Xn ym][T]Z[(

:[a

X+%) (Vi +Y,) Ma b}

2 2 c d

(at%) , (ity) | (at%)  (h+Ys)
2 2 2 2
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(3.15)



esitligi elde edilir. (3.13) ve (3.15) esitlikleri karsilastirildiginda ayni olduklari goriiliir. Sonug
olarak, AB dogrusunun orta noktasi, A'B* dogrusunun orta noktasina doniisiir. Bu islem, farkli

dogrulara tekrar tekrar uygulanabilir. Boylece AB ve A'B" dogrularindaki noktalar arasinda

onceden de belli olan bire bir benzerlikler saglanir.

Ornek 3.1.2.3.1. Bir Dogrunun Orta Noktasi
> #Sekil 3.2.'de gosterilen AB dogrusunu goz oniinde bulunduralim. U¢ noktalarin konum

vektorleri

> with(linalg):

> A:=matrix([[0,1]]); B:=matrix([[2,3]]);
A4=[01]
B=[23]

> T:=matrix([[1,2],[3,1]]);#doniisiim matrisi

12
31

> AB:=matrix([[0,1],[2,3]]);

01
23

AB =

> #KL doniistiiriilen dogrunun u¢ noktalarinin konum vektorlerini verir.
> matrix(AB)*matrix(T)=multiply(AB,T);

01
23

12
31

31
117

> #A*B*'1n orta noktasi:

> matrix([[(x_m)™*,(y_m)™*]]):=matrix([[(3+11)/(2),(1+7)/(2)]]);
matrix([[%,5,]]) = 7 4]

> #Orijinal doniistiiriillmemis dogrusunun orta noktasi

> matrix([[x_m,y___m]]):=matrix([[(0+2)/(2),(1+3)/(2)]]);

matrix([[xm,ym]]) = [ 1 2]

> #Bu orta noktay: doniistiiriirsek onceki sonucumuzla ayni olur.

> matrix([[x__m,y__m]])*matrix(T)=multiply(matrix([[x__m,y__m]]),T);

[21]5 37
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3.1.2.4. Paralel Dogrularin Doniisiimii

Bir ¢ift paralel dogruyu doniistiirmek i¢in  2x 2 ’lik bir matris kullanildiginda, sonug
ikinci bir paralel dogru ciftidir. Bunu gérmek i¢in [A]=[x, ;| ve[B]=[X, V,] arasindaki
AB dogrusu ile paralel E ve F arasindaki dogruyu diisiinelim. Bu dogrularin ve bunlarin

donlisiimlerinin paralel oldugunu gostermek i¢in AB, EF, A'B® ve E'F"’m egimlerini

inceleyelim. Paralel olduklarindan AB ve EF °nin de egimi [9];

m=Y2h (3.16)

orani ile elde edilir. AB ug noktalarinda 2x 2’ lik genel bir doniisiim kullanilmasi ile

oz e
X Yo || C
fax,+cy, bx +dy,

| ax, +cy, bx, +dy,

_[x yi}:{Ai

A"B” ug noktalar elde edilir. Daha sonra A"B” ’in doniistiiriilen ug noktalar1 kullanilarak egim

(3.17)

(axz +cy2)—(ax1 +Cyl) a(xz _X1)+C(y2 - yl)

m*:(bxz +dy,)—(bx, +dy,) b(XZ_X1)+d(y2 -Y)

veya
b+d(y2_y1)
. (%, —%) _b+dm (3.18)
a+c(y2_Y1) a+cm '
(Xz_xl)
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ile hesaplanir. m*egimi, X,,X,,Y,Vve Yy, bagimsiz oldugundan ve m,a,b,c ve d; EF ve AB

doniisiimden sonra paralel kalir. Bu genel bir 2x2 doniisiim matrisi tarafindan uygulandiginda,

paralelkenarlarin diger paralelkenarlara doniisecegi anlamina gelir. Bu basit sonuglar, grafik

efektler tiretmek i¢in matris ¢arpimini kullanmanin etkisini gostermektedir [6,9].
3.1.2.5. Kesisen Dogrularin Doniisiimii

Bir kesisen dogruyu doniistiirmek i¢in genel 2x2bir matris kullanildiginda, sonu¢ ayni

zamanda kesisen dogrularin bir ¢iftidir. Bunu goérmek i¢in, Sekil 3.3."teki kesikli dogrular gibi

y=mx+b

y=m,x+b,

denklemleri ile verilen bir ¢ift dogru disiinelim. Bu denklemlerin matris notasyonunda yeniden

diizenlenmesi ile

E AR NS

[X][M]=[B] (3.19)

elde edilir. Bu denklem c¢iftinin bir ¢dziimii varsa, dogrular kesigir. Eger yoksa o zaman

paraleldirler. Matris tersi ile bir ¢oziim elde edilebilir. Ozellikle,
[X)=[x v]=[8]M]" (320)

[M][M ]_1 =[] birim matrisi oldugundan [M ] *nin tersi

1 m,

M]" = M, =M, M, —m, (3.21)
-1 -m,
m,—m_ m,—m
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olarak verilir. Dolayistyla, iki dogrunun kesisme noktasi,

(3.22)
m, —m m, —m,
ile bulunur. Bu iki dogru
a b
s 4
c d
verilen genel 2x2’lik doniisiim matrisi kullanilarak doniistiirtildiigtinde
y* — m*lx* + bl*
y* — m*zx* + b2*
olarak hesaplanir. Bu denklem sisteminden m;” ve b" cekildiginde
b+dm,
"= ' (3.23)
a+cm,
ve b'=b(d-cm’)=h ad-be 5 (3.24)
a+cm;

elde edilir. Doniistiiriilen dogrularin kesisimi, doniistiiriilmemis dogrularla ayni sekilde elde
edilir. Boylece,

:|: bl* _bz* bl*mz* — Z*ml*:|
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olur. Kesisen noktanin bilesenlerinin (3.23) ve (3.24) denklemleri kullanilarak yeniden

yazilmastyla

[Xi*:lz[xi* yi*]
_| a(b,—b,)+c(bym, —b,m,) b(bl—b2)+d(b1m2—b2m1)} (3.25)

m, —m m, —m,

elde edilir. Simdi doniistiirilmemis kesisen [X Y;] noktasma donerek ayni genel 2x2

doniigiimii uygulandiginda

[x¢ =[x v
Z[bl—bz blmz—bzml}{a b} (3.26)

m, —m, m, —m, c d
~ a(b,—b,)+c(bm, -b,m) b(b —b,)+d(bm,-b,m)
- m, —m, m, —m,

elde edilir. (3.25) ve (3.26) denklemleri karsilastirildiginda ayni olduklarini gosterir. Sonug

olarak, kesisme noktasi bagka bir kesisme noktasina dontisiir [6,10].

Ornek 3.1.2.5.1. Kesisen Dogrular
> #U¢ noktalar1 Sekil 1.2.'te gosterilen AB ve EF kesikli dogrularim goz oniinde

bulunduralim.

> with(linalg):
> A:=matrix([[-1,-1]]); B:=matrix([[3,5/3]]); E:=matrix([[-1/2,3/2]]); F:=matrix([[3,-2]]);

A=]—-1—1]

5= 3§]
SR
F=[3 -2]

> #AB dogrusunun denklemi
> y:=2/3*x+(-1/3);
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— 2x
V=3

1
3

> #EF dogrusunun denklemi

> yi=-x+1;
yi=-x+1
> restart;

> #Matris notasyonunda dogru cifti ile temsil edilir.
> XY:=matrix([[x,y1]);

Xy:=[xy]
> DOGRU:=matrix([[-2/3,1],[1,1]]);

2

DOGRU = 3
11

> matrix(XY)*matrix(DOGRU)= [-1/3,1];
2

[xy] 3 : =[—%,l]

1 1
> with(linalg):
> #Matris tersini kullanma, bu dogrularin kesisimidir.

> M:=matrix([[-2/3,1],[1,1]]);

[}

> K:=matrix([[-1/3,1]]);

1

K = 3

> matrix(K)*matrix(L)=multiply(K,L);

33
3 3 2 5 5
5 5

> S:=matrix([[4/5,1/5]]);
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4
S:= 5

1
5 d
> T:=matrix([[1,2],[1,-3]]);#d0niisiim matrisi

1 2
1 -3

> #Matris formunda doniistiiriilmiis dogrularin denklemleri ve kesisme noktasi

> matrix([[x*,y*]])*matrix([[1,0],[0,1]])=[1,1];

__J10
[x 7] 0 =[1,1]

> #Doniistiiriilmeyen dogrularin kesisme noktasini1 doniistiirmek, doniistiiriilen dogrularin
kesisme noktasiyla aymdir.

> matrix(S)*matrix(T)=multiply(S,T);

4 1|1 2

- < =|11]
5 5|1 -3

121 F*

A* BZ- //B B*

E*

Sekil 3.3. Kesisen dogrularin doniistimii
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Sekil 3.3. doniistiiriilmemis orijinal AB ve EF kesikli dogru ¢iftinin dik olmadigimi

gostermektedir. Bununla birlikte, dontistiliriilmiis dogrular diktir. Boylece, [T ] dontisiimii bir ¢ift

kesisen dik olmayan dogruyu bir ¢ift kesisen dik olan dogruya doéniistiirdii. Sonug olarak, [T ]71

dontlisiimiin tersi, kesisen dik olan dogrular ciftini kesisen dik olmayan dogrular giftine
dontistiirir. Bu nedenle, dik dogrularin hangi kosullar altinda dik dogrulara doniistiigiinii

belirlemek geometrik anlamda 6nem tagimaktadir [6].

Sekil 3.3. ve Om. 3.1.2.5.1. [T] dontlistimiinlin bir déonme, yansima ve Ol¢eklendirme

igerdigini gostermektedir. Bu etkilerin her birini ayr1 ayr1 ele alalim.

3.1.2.6. Donme
> # Sekil 3.4.'te gosterilen ABC ii¢genini géz oniinde bulunduralim. ABC ii¢geni 90°’lik

doniisiim tarafindan orijin etrafinda saatin tersi yoniinde dondiirelim.

> with(linalg):
> T:=matrix([[0,1],[-1,0]]);#doniisiim matrisi

0 1
—10

T :=

> ABC:=matrix([[3,-1],[4,1].[2,1]D);

3 —1
ABC:= |4 1
2 1

>matrix(ABC)*matrix(T)=multiply(ABC,T);#Ucgenin koselerini iceren X ve y koordinatlara

3 x 2'lik bir matris uyguladiginizda,

—12
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Sekil 3.4. Donme
Simdi Sekil 3.4 de verilen KLM iicgeni orijin etrafinda 180° dondiiriilmesiyle elde edilen

doniisiim matrisi
-1 0
[T]=
0 -1
ile verilir ve orijin etrafinda 270° lik doniisiimde
0 -1
[T]=
1 0
matrisi olusur. Tabi Ki

o

birim matrisi orijin etrafinda 0° ya da 360°’lik bir doniisiime karsilik gelir. Bu 6rneklerde ne
olgeklendirme ne de yansima meydana gelmedigine dikkat edilmelidir.
Sekil 3.5.°te gosterilen P noktasinin konum vektoriinii gz 6niinde bulunduruldugunda

konum vektoriin uzunlugur ve X-ekseni ile yaptigi agt ¢ dir. P konum vektori, orijin etrafinda

0 agisi ile dondirildiigiinde P* elde edilir [6].
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X= - |
X |

Sekil 3.5. Konum vektoriiniin donmesi

P ve P" i¢in konum vektorleri;
P=[x y]=[rcosg rsing]
ve P =[xy |=[rcos(4+0) rsin(¢+0)]
olarak tanimlanir. A¢ilarin toplaminin kullanilmasiyla
P* =[xy |=[r(cospcosf—singsin@) r(cosgsind+singcoso)]
konum vektorii elde edilir. X ve y bilesenlerinin kullanilmasiyla
P' =[x y |=[xcosf-ysing® xsin6+ycoso]
olacak sekilde P* yeniden yazilabilir. Boylece, doniistiiriilen nokta

X" =xcos@-ysind (3.27a)
y* =xsin@+ ycosd (3.27h)
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bilesenlere sahiptir. Matris formunda ise

[X*]:[X][T]:[X* y*]:[x y]{COSG Sine} (3.28)

—-sin@ cosd

olarak yazilir. Bu nedenle, orijin etrafinda 6 agisiyla genel bir donme i¢in doniisiim

[T]:{ cos & sine}

—sin@ cosd (3.29)

matrisi ile verilir. Donmeler, Sekil 3.5.'te gosterildigi gibi baslangi¢ noktasi etrafinda saat
yoniiniin tersinde pozitiftir [1].

Genel donme matrisinde determinant
det[T]=cos® @ +sin* 6 =1 (3.30)

olur. Genelde, determinanti +1'e esit dontisiimler, has donmeleri verir.
Simdi P® noktasini, P *ye doniistiirmek istedigimizi varsayalim, yani ters doniisiimii

gergeklestirelim. cos(—6)=cos@ vesin(—6)=-siné olmak iizere Esitlik(3.29)" daki gerekli

doniisiim matrisi

] { cos(-0) sin(—H)} ~ {cos@ —sin 9}

“|sind coso (3.31)

olur. [T ]71 matrisi [T]matrisinin tersi olmak tizere

(T

cos@ sin H}[cos@ —sin 0}

—sin@ cos@ || sin@ cosé@
B cos® 6 +sin” @ —cos#sin @+ cosdsin @
—cos@sin@ +cosdsin @ cos® @ +sin’ 0

£ g
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[1] birim matrisi elde edilir.

(3.29) ve (3.30) esitliklerinin incelenmesi, ilging ve faydali bagka bir sonucu ortaya

koyar. Bir matrisin transpozunun; satirlart ve stitunlarini yer degistirerek elde edildigini

hatirlayalim. [T] ‘nin transpozunun olusturulmasi, yani [T ]T ve [T ]71 ile karsilastirilmasi

[T] = {COS@ ~sin 9} =[T]" (3.32)

sin@ cos@

esitliginin saglandigim gésterir. [T] genel dénme matrisinin tersi, transpozudur. Bir matrisin

tersini belirlemek, transpozunu belirlemekten daha zahmetli oldugundan, denklem (3.32) 6nemli
bir sonugtur. Genel olarak; herhangi bir saf donme matrisinin tersi, yani determinanti +1 olan

matrisin transpozudur. Bu tiir matrisler ortogonaldir [6,10].

Ornek 3.1.2.6.1. iki Boyutlu Dénme

> #Sekilde gosterilen yi1ldizi1 goz 6niinde bulunduralim. Yildiza orijin etrafinda saatin tersi
yoniinde 180°’lik donme doniisiimii uygulayalim.

> with(linalg):

> T:=matrix([[0,-1],[-1,0]]);#doniisiim matrisi

0 —1
-1 0

> ABC:=matrix([[1,2],[5,3].[1.5,4.3],[3,1].[4,5].[1,2]]);

5 3

1.5 4.3
ABC =

3 1

4 5

1 2

> matrix(ABC)*matrix(T)=multiply(ABC,T);

1 2 —2 1
5 3 —3 -5
1543 0 —1] | —43 —15
3 1 ||=-1 0| | -1 =3
4 —5 —4
1 2 -2 -1

Yildizin koselerini igeren yeni koordinatlar yukaridaki gibi olur.
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3.1.2.7. Yansima

107

Sekil 3.6. iki boyutlu dénme

-
-t

2 4 6 8 10
xx* 1

F

Sekil 3.7. Yansima
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> # DEF iicgeninin iki yansimasi, Sekil 3.7.de gosterilmektedir. Yansima y=0, x-ekseni,

kullanilarak elde edilir.

> with(linalg):
> DEF:=matrix([[8,1],[7,3].[6,2]]);

81
DEF = |73
6 2

> T1:=matrix([[1,0],[0,-1]]);#doniisiim matrisi

1 0
0 —1

TI ==

> matrix(DEF)*matrix(T1)=multiply(DEF,T1);

81 | 8 —1

73[ =7 -3
0 —1

62 6 —2

> #y=x dogrusunda yansima olusur.
> T2:=matrix([[0,1],[1,0]]);#doniisiim matrisi

01
10

72 ==

> matrix(DEF)*matrix(T2)=multiply(DEF,T2);

8 1 138

1
73 [ ] 3 7
10
6 2 26
olur. Benzer sekilde, y = —x dogrusunda bir yansima,

0 -1
T { } (3.33)

dir. Bu yansima matrislerinin her biri —1 olan determinanta sahiptir. Genel olarak, bir doniisiim

matrisinin determinant1 —1 ise, doniisiim yansima olusturur [6].
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Ornek 3.1.2.7.1. Iki Boyutlu Yansima

> # Sekilde gosterilen yildizi, y-ekseninde yansitalim:

> with(linalg):
> DEF:=matrix([[1,2],[5,3].[1.5,4.3],[3,1],[4,5].[1.2]]);
1 2
5 3
1.5 43
DEF =
301
4 5
1 2

> T1:=matrix([[-1,0],[0,1]]);#doniisiim matrisi

—-10
0 1

Tl =

> matrix(DEF)*matrix(T1)=multiply(DEF,T1);

12 —1 2
5 3 -5
1543 ([ —10] | —1543
301 [ 0 1] -3 1
4 —4
12 -1 2

Yildizin kodselerini igeren yeni koordinatlar yukaridaki gibi olur.

o
A
y.y* 31
1 AL
-4 -2 0 2
xx*

Sekil 3.8. iki boyutlu yansima
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Ornek 3.1.2.7.2. Yansima ve Dénme

> # Sekil 3.9.'da gosterilen ABC ii¢cgenini goz oniinde bulunduralim, 6nce x-ekseni ve sonra
y=-X dogrusuna yansitalim. Ozel olarak, x-eksenindeki yansima sonucunu bulalim:

> with(linalg):

> ABC:=matrix([[4,1].[5,2],[4,3]]);

41
ABC =52
43

> T1:=matrix([[1,0],[0,-1]]);#doniisiim matrisi

1 0
0 —1

Tl :=

> matrix(ABC)*matrix(T1)=multiply(ABC,T1);

a1 4 —1
52 =5 —2
0 —1
43 4 -3

> #Daha sonra y=-x dogrusunda yansitalim.
> DEF:=matrix([[4,-1],[5,-2],[4,-3]]);

4 —1
DEF = |5 —2
4 =3

> T2:=matrix([[0,-1],[-1,0]]);#d6niisiim matrisi

—1
-1 0

72 =

> matrix(DEF)*matrix(T2)=multiply(DEF,T2);

4 —1 1 —4
0 —1

5 =2 =2 =5
-1 0

4 =3 3 —4

> #Orijin etrafinda theta=270° aciyla donme ayni sonucu verir.
> T3:=matrix([[0,-1],[1,0]]);#doniisiim matrisi

0 —1
1 0

T3 =

> matrix(ABC)*matrix(T3)=multiply(ABC, T3);

41 1 —4
0_

52 =12 =5
1 0

43 3 —4

o1



107

-10 d5 0 A S 10
- I%&*
1 L

_10_

Sekil 3.9. Birlesik yansimalar sonucu donmeler

Yukarida verilen yansima matrislerinin ortogonal olduguna dikkat edelim; yani, transpozu, ayni

zamanda tersidir [6,7,8]. Ornegin,

0 -1] [o -1 [o -1’
1 0| |-1 0] |-1 o0
olarak elde edilir.

3.1.2.8. Ol¢eklendirme

Olgeklendirme matrisin esas kdsegenindeki iki terimin biiyiikliigii ile kontrol edilir. Eger

]

matrisi Giggenin koselerinde operatdr olarak kullanilirsa, orijin etrafinda “2 kat genisleme” veya
“tek tip Ol¢eklendirme” olusur. Biiytliklikler esit degilse, bozulma meydana gelir. Bu Sekil

3.10.’da gosterilmektedir. ABC {iggenine doniisiim uygulanildiginda tek tip bir 6lgeklendirme
gergeklestiginden AB,C, verir. ABC ii¢geninin koordinatlarmin
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matrisi ile doniistiiriilmesiyle, DEF {i¢geninde diizensiz ol¢ek faktorleri nedeniyle bozulma

olur. Genel olarak, eger

[T]= [: (ﬂ (3.34)

a=d,b=c=0, ise diizgiin bir 6l¢eklendirme meydana gelir ve eger a=d,b=c=0 ise
diizensiz bir olgeklenme meydana gelir. Diizglin bir dlgeklendirme igin, eger a=d )1 ise
diizgiin bir genisleme meydana gelir; yani sekil daha da biiyiir. Egera=d (1 ise 0 zaman
diizgiin bir daralma meydana gelir; yani sekil daha da kiigiiliir. Diizgiin olmayan genisleme ve

daralma a ve d ’nin ayri ayr1 ) 1veya ( lolmasina bagli olarak meydana gelir [10].

ABC ’nin DEF ’ye doniisiimiinii daha dikkatlice inceleyelim. Ozellikle,

4 2
[x*]:[x]ﬁ]: 4 4 [%

2 4

DEF {iggeninin konum vektorlerinin X bilesenlerinin her birinin 3 6l¢ekleme faktori ile

artirilip ve bu konum vektorlerinin y bilesenlerinin 2 6lgekleme faktorii ile azaldigina dikkat

edelim.

[SA~4

2 a 6 s 10 1
x.x*

Sekil 3.10. Diizgiin ve diizensiz 6l¢ekleme veya bozulma
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Asikar 6teleme olmadan has bir 6lgeklendirme elde etmek i¢in, seklin agirlik merkezinin orijinde

olmasi gerekir. Bu etki, Sekil 3.11.'de gosterilmektedir, burada ABC {iggeninin merkezcil

koordinatlari ( % taban ve % yiikseklik) orijinde 2 faktérii ile 6lgeklendirilir [6]. Ozellikle,

-1 -1 > 0 -2 -2
(X ]=[x][T]=| 2 -1 {0 2}: 4 -2
-1 2 -2 4
sonucu elde edilir.
Agirlik
merkezi

Az
e a4 =

Sekil 3.11. Goriinilir meyillenme olmadan tek tip dlgeklendirme

Ornek 3.1.2.8.1. iki Boyutlu Ol¢eklendirme
> # Sekil 3.12.°de gosterilen ABCDEF yildizina kiose koordinatlarinm kullanarak, orijin

etrafinda ''3 kat genisletme'' doniisiimii uygulayalim:

> with(linalg):
> A:=matrix([[1,2],[5,3].[1.5,4.3],[3,1],[4,5].[1,2]]);
L

5
1.5 43

— A~ W
—

2

> T1:=matrix([[3,0],[0,3]]);#doniisiim matrisi

30
03

Tl :=
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> matrix(A)*matrix(T1)=multiply(A, T1);

12 306
5 15 9

1543([30] |45 129
301 lo 30 |9 3
4 1215
12 306

> # Yeni koordinatlar AB'C'D'E'F' olur.
> T2:=matrix([[1/5,0],[0,2]]);#diizensiz 6l¢eklendirme

1
— 0
72:=1 5
0 2
> matrix(A)*matrix(T2)=multiply(A, T2);
i | .
- 5 4
5 3 . 0.3000000000 8.6
1543 (| — 0 3
S |= = 2
301 0 2 5
4 5 4
— 10
1 2 5
1
s 4
olcek faktorleri nedeniyle bozulma

> # Yeni koordinatlar A'B'C'D*E*F” olur. Diizensiz

olur.

14

10 2

[P
4

Sekil 3.12. iki boyutlu 6lgeklendirme
95



3.1.2.9. Birlestirilmis Doniisiimler

Matris carpimi degismeli olmadigr ic¢in, doniistimlerin uygulama sirast énemlidir [5].
Degismeli olmayan matris ¢arpiminin etkisini gostermek i¢in, [X y] konum vektorii tizerinde

9

dénme ve yansima islemlerini gdz Sniinde bulunduralm. 90°’lik dénme déniisimii [T, ] "4,

y =—x dogrusunda [T,] yansima doniisiimii izlerse bu iki ardigik doniisiim;

0 1

IR AR A B

olur ve daha sonra

w  DCl-pmlly 9 gl )

olarak elde edilir. Sonuglar farklidir ve matris doniisiimlerinin uygulama sirasinin 6nemli
oldugunu teyit eder. Yukarida arka arkaya uygulanan doniisim matrisleri sonucu elde edilen

konum vektorleri
[x V[T]=[x y] ve [X ylTL]>[x V]

ile gosterilir. Asagidaki ornekte, ayrik doniisiimler once birlestirilir sonra birlestirilen doniistim

orijinal konum vektoriine uygulanirsa;
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[LT]-[T] ve [x y][L]->[x y]
olur.

Ornek 3.1.2.9.1. Birlestirilmis iki Boyutlu Doniisiimler
> # ABC iicgenini,+90° dondiirelim:

> with(linalg):
> T1:=matrix([[0,1],[-1,0]]);#doniisiim matrisi

0 1
—-10

TI =

> #y=-x dogrusunda yansitalim.

> T2:=matrix([[0,-1],[-1,0]]);#doniisiim matrisi

0 -1

-1 0

> #[T3]=[T1].|T2]birlestirilmis doniisiimiiniin, ABC ii¢cgeni iizerindeki etkisi

> ABC:=matrix([[2,2],[4,2].[4,4]]);

22
ABC = | 4 2
4 4

TZ =

> matrix(ABC)*matrix(T1)*matrix(T2)=multiply(ABC,T1,T2);

22 —22
o 1|[ o —1

42 =| —42
—10|| -1 0

44 —4 4

> # Nihai sonug, Sekil 3.13.’teki gibi A"B"C" ve ara sonu¢ A'B'C’ olarak gosterilmistir.
> #Doniisiimiin uygulama sirasini tersine cevirme

> #[X]=[X].[T2].[T1]=[x].[T4]

> matrix(ABC)*matrix(T2)*matrix(T21)=multiply(ABC,T2,T1);

22 2 -2
o 1|[ o —1

42 =4 —2
—10|| -1 0

44 4 —4

> # Nihai sonug, Sekil 3.13.’teki gibi DEF ve ara sonu¢ D'E'F’ olarak gosterilmistir.
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Sonuglarin farkli oldugu goriilmektedir, bu durum yine doniistimlerin uygulama sirasinin
dnemli oldufunu teyit eder. Ayrica det[T,]=-1 ve det[T,]=-1, her iki sonucun da tek bir
yansima ile elde edilebilecegini gosterir. A"B"C", ABC ’nin Yy -eksenine gore yansimasi ile elde

edilebilir. DEF , ABC 'nin X -eksenine gore yansimasi ile elde edilebilir [5,6].

—-10-

Sekil 3.13. Birlestirilmis iki boyutlu doniisiimler (Uggen igin)

Ornek 3.1.2.9.2. Birlestirilmis Doniisiimler
> # Sekil 3.14.’te gosterilen ABCDEF yildizim1 gz éniinde bulunduralim. iki doniisiimden

biri orijin etrafinda +90° donme:

> with(linalg):
> T1:=matrix([[0,1],[-1,0]]);#doniisiim matrisi

0 1
-10

Tl =

> #y=x dogrusunda yansitalim.

> T2:=matrix([[0,1],[1,0]]);#doniisiim matrisi

01
10

12 =

> #[T3]=[T1].|T2]birlestirilmis doniisiimiiniin, y1ldiz iizerindeki etkisi
> A:=matrix([[1,2],[5,3],[1.5,4.3],[3,1],[4,5].[1,2]D);
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1 2 ]
5
1.5 4.3
301
4

1

1 2
5 3
1.5 43 0 1
3 1 -10
4 5
1 2

Sekil 3.14. Birlestirilmis iki boyutlu dontisiimler (Y1ldiz i¢in)
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3.1.2.10. Birim Kare Doniisiimii

Simdiye kadar basit matris doniistimlerinin etkisini belirlemek i¢in nokta ve dogrularin
davranigina odaklandik. Bununla birlikte, diizlemdeki her nokta i¢in doniisiim matrisi dogru
calismaktadir. Goriildiigii gibi, bir 2x2 matris doniisiimii altinda degismeyen tek nokta orijindir
ve diizlem igindeki diger tiim noktalar doniistiiriiliir. Bu doniisim, orijinal diizlemin ve koordinat
sisteminin yeni bir sekle doniistiiriilmesi olarak yorumlanabilir. Baska bir deyisle, doniisiim bir

koordinat uzayindan ikincisine fonksiyona (doniisiime) neden olur [6,9].

yﬂ yn
ate ¢
b .
¢ [L b+d
1 d
3 =l)
OhA B > X a 1 C > x*
0 1
(a) (b)

Sekil 3.15. Birim karenin genel doniisiimii. (a) doniisiimden 6nce; (b) doniisiimden sonra

Sekil 3.15 'te gosterildigi gibi xy diizleminde birim karenin doniisiimiinii diisiinelim. Bir

kosesi koordinat sisteminin baslangi¢ noktasinda olan birim karenin dort konum vektort;

0 orijin koordinatlar1 — 4
10 x-ekseni lizerindeki birim noktasi- B
1 dis kosesi-C

1 y -ekseni iizerindeki birim noktasi- D

olur. Bu birim kare, Sekil 3.15a'da gosterilmistir. Birim kareye genel bir 2x2’lik matris

doniistimiiniin uygulanmasi ile
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A 0 0 A
B |[10(fla b a b |B"
C |11 L d}: a+c b+d|cC’ (3.35)
D C d |D”

elde edilir. Bu doniisiimiin sonucu Sekil 3.15b'de gosterilmektedir. (3.35) esitliginden orijinin
dontisiimden  etkilenmedigini, yani[A] =[A*] =[O 0]oldugunu goriiyoruz. Ayrica, B®
koordinatlarmin genel doniisiim matrisinin birinci satirina esit olduguna ve D" koordinatlarinin
genel doniisim matrisinin ikinci satirma esit olduguna dikkat edelim. Boylece B"ve D*
(dontistiiriilen birim vektorler sirasiyla [1 O]ve [0 1]) koordinatlar1 bilindikten sonra, genel

doniisiim matrisi belirlenir. Birim karenin kenarlar1 orijinal olarak paralel oldugundan ve paralel
dogrularin paralel dogrulara doniistiigiinii daha dnce gosterdigimizden, donistiiriilen sekil bir
paralelkenardir [6].

a,b,cve dterimlerinin, 2x2’lik matrisindeki etkisi ayri ayri tanimlanabilir. Sekil
3.15b'de goruldigi gibi, ilk karenin b vec terimleri sirasiyla y ve X yonlerinde bir meyillenmeye
sebep olmaktadir. a ve d terimleri daha 6nce belirtildigi gibi dlgek faktorleri olarak hareket

eder. Bu nedenle, genel 2x2’lik matrisi, meyillenme ve 6lgeklendirme birlesiminden olusur.

Sekil 3.15b'de gosterilen A'B*C*D" paralelkenarinin alanini kolayca belirlemek de

mumkiindiir. Paralelkenarin alan

A =(a+c)(b+d)—%(ab)—%(cd)—%(b+b+d)—g(c+a+c)

ile hesaplanabilir [6,12]. Boylece;

a b
A, :ad—bc:detL d} (3.36)

bir karenin donistiriilmesiyle olusturulan herhangi bir paralelkenarin alan1 A, ile gosterilebilir,

doniisiim matrisinin determinant1 ve ilk karenin alani

A, = A (ad —bc) = A det[T ] (3.37)
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esitliginde gorildiigi gibi A, ile baglantilidir. Aslinda, genel bir seklin alani, birim karelerin

toplami oldugundan; donistiiriilen herhangi bir seklin alan1 A , ilk seklin alani

A = A (ad —bc) (3.38)

esitliginde gorildiigi gibi A ile ilgilidir [6,12]. Bu, rastgele sekillerdeki alanlar1 belirlemek i¢in

yararl bir tekniktir.

Ornek 3.1.2.10.1. Alan Ol¢eklendirme
>ABC iicgeninin koselerinin koordinatlar [1 0],[0 1] ve [—1 0] ’dir.  Konum

vektorlerine,

> with(linalg):
> T:=matrix([[3,2],[-1,2]]);#doniisiim matrisi uygulanir.

3 2
—12

> #ABC iui¢geninin alani
> A:=1/2*2*1;
4:=1
> #A'B'C' iiggeninin alam
> det(T);
8
> (Al):=1*8;
Al =8
> #Simdi doniistiiriilen iicgenin koseleri
> ABC:=matrix([[1,0],[0,1],[-1,0]]);

1 0
ABC:=| 0 1
—10

> matrix(ABC)*matrix(T)=multiply(ABC,T);

1 0 3 2
3 2

0 1 = -1 2
—12

—-10 -3 =2

62



> #Alanin doniistiiriilmiis koselerden hesaplanmasi
> Al:=1/2*4*4;

Al =8

Sekil 3.16. Alan 6lgeklendirme

3.1.2.11. Oteleme ve Homojen Koordinatlar

Koordinat sisteminin orijini, bu doniisiimlerin tiimii bakimindan degismezdir. Bununla
birlikte orijinin konumunu degistirebilmek, iki boyutlu diizlemdeki her noktay1 doniistiirmek igin

gereklidir. Iki boyutlu diizlemdeki orijin veya herhangi bir nokta,

X" =ax+cy+m
y'=bx+dy+n

denklem sistemini saglar. Ne yazik ki, m,n doniisim sabitlerini; 2x2’lik genel doniisim
matrisiyle gostermek miimkiin degildir.

Homojen koordinatlar eklenerek bu zorlugun iistesinden gelinebilir. [X y] homojen

olmayan bir konum vektdriiniin homojen koordinatlar;; [x" 'y’ h]olur. Buradan x= %ve

y= % *dir. Bir homojen koordinat grubu daima [x y 1] formundadr [6].
3x3’liikk genel donilistim matrisi;
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a b 0
[T]= c d o0 (3.39)
m n 1
ile gosterilir. Salt iki boyutlu 6teleme matrisi,
1 00
[x y 1]=[x y 1]]0 1 0|=[x+m y+n 1] (3.40)
m n 1

olur. Simdi iki boyutlu diizlemdeki her noktanin (X =y= O)orijininin degistirilebilecegine

dikkat edelim.
3.1.2.12. Keyfi Bir Nokta Etrafinda Donme

Onceden, donmelerin orijin etrafinda meydana geldigini diisiinmiistik. Homojen
koordinatlar, orijin disindaki noktalarin etrafindaki donmeleri yapmak i¢in bir yontem saglar.
Genel olarak, keyfi bir nokta etrafinda donme, 6nce noktanin orijine Otelenmesi, gerekli
donmenin gergeklestirilmesi ve ardindan sonucun orijinal ddnme merkezine geri 6telenmesi ile

gergeklestirilebilir. Béylece, [X y 1] konum vektdriiniin; m,nnoktasi etrafinda keyfi bir

actyla dondiirtilmesi

1 0O O cosd singd 0|1 0 O
[y 1]=[x y ]| 0 1 0||-sin@ cos¢ 0|0 1 0 (3.41)
-m -n 1 0 0 1({fm n 1

ile saglanabilir [6,7]. iki matris ¢arpim1 uygulayarak

cosd sin@ 0
[x y 1]=[x y 1] —sin@ cos @ 0
—m(cos@—1) —n(cos@—1) 1 (3.42)
|| +nsing —msin @ | '
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sonucu elde edilebilir.

Ornek 3.1.2.12.1. Keyfi Bir Nokta Etrafinda Dénme
> # Bir nesnenin merkezinin [4,3] oldugunu ve merkezi etrafinda saatin tersi yonde 90°

dondiirmek istedigini varsayalim.

> with(linalg):
> T1:=matrix([[0,1,0],[-1,0,0],[0,0,1]]);#doniisiim matrisi
0 10
TI==| —-100
0 01
> # Nesne merkezinde degil, orijin etrafinda donmeye neden olur. Gerekli yontem ilk 6nce
nesneyi otelemek, boylece istenen donme merkezinin; orijine 6teleme matrisi,

> T2:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[-4,-3,1

I 0 0
=0 1 0
—4 =31

> #Daha sonra, donme matrisini uygulayalim ve son olarak, donme sonuclarini, ters
oteleme matrisi aracihigiyla orijinal merkeze geri oteleyelim. Tiim islem
> T3:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[4,3,1]]);#ters oteleme matrisi

100
73:=1010
431

> Ar=matrix([[x,y,1]]);
4= [x y 1 ]
> #Bir matris isleminde birlestirilebilir.

> matrix(T2)*matrix(T1)*matrix(T3)=multiply(T2,T1,T3);

I 0 0 0 10({100 0 1 0
0 I Off—-100(f{O0O1TO0O|=|—-1 0 O
—4 =31 0 01431 7 —11

> T4:=matrix([[0,1,0],[-1,0,0],[7,-1,1]]);

0 1 0
T4:=|—1 0 0
7 —11

> matrix(A)*matrix(T4)=multiply(A, T4);
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0
[xy1]| -1 0 0|=[7—ypx—11]
7 —11

3.1.2.13. Keyfi Bir Dogruya Gire Yansima

Bir nesnenin orijinden ge¢cmeyen keyfi bir dogruya gore yansimasi keyfi bir nokta
etrafinda donme iglemine benzer bir yontem kullanilarak gerceklestirilebilir. Bu yansimay1
gerceklestirebilmek icin asagidaki yontemler sirasiyla uygulanir [6,9]:

1- Dogruyu ve nesneyi, dogrunun orijinden gececegi sekilde dteleyelim.

2- Dogru, koordinat eksenlerinden biriyle ¢akisana kadar dogruyu ve nesneyi orijin

etrafinda dondiirelim.

3- Koordinat ekseni boyunca yansitalim.

4- Orijin etrafinda ters donme uygulayalim.

5- Orijinal konumuna geri teleyelim.

[T'] 6teleme matrisi, [R] dénme matrisi,[R'] yansima matrisi olmak iizere matris notasyonunda

ortaya ¢ikan birlestirilmis matris
[T1=[TIRIRRT [T (3.43)

matris carpimlar: ile elde edilir. Otelemeler, dénmeler ve yansimalar doniistiiriilecek sekle

uygulanir. Asagida bir 6rnek verilmistir.

Ornek 3.1.2.13.1. Keyfi Bir Dogruya Gore Yansima

> # Sekil 3.17.°de gosterilen L dogrusunu ve ABC iicgenini goz oniinde bulunduralim. L
dogrusunun denklemi

> y=1/2*(x+4);

X
== 42
y2+

>#[2 4 l],[4 6 1]ve [2 6 1] konum vektorleri; ABC ii¢cgeninin koselerini tanimlar.

L dogrusu, yyoniinde -2 birim otelendiginde orijinden gecer. Sonu¢ ekseni
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—tanl(%j =-26.57" ile dondiiriildiigiinde, X -ekseni ile ¢akistirilabilir. Ucgen X -eksenine

gore yansitihr. Ucgenin déniistiiriilmiis konum vektorleri daha sonra dondiiriiliir ve
orijinal oryantasyonuna geri otelenir. ABC ii¢geninin koselerinin konum vektorleri:
> ABC:=matrix([[2,4,1],[4,6,1],[2,6,1]]);

24 1]
ABC =461
261

> T1:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[0,-2,1]]);#orijine 6teleme matrisi

1 0 0]
TI:=|0 1 0
0 —2 1

>T2:=matrix([[2/sqrt(5),-1/sqrt(5),0],[1/sqrt(5),2/sqrt(5),0],[0,0,1]]);#sonug¢ ekseni

dondiiriilmesiyle x-ekseni ile cakisir.

N

5 5

2= J5 2/3
= ==

5 5
0 0 1

> T3:=matrix([[1,0,0],[0,-1,0],[0,0,1]]);#x-ekseninde yansima matrisi

1 0 0
3:=10 —10
0 0 1

> T4:=matrix([[2/sqrt(5),1/sqrt(5),0],[-1/sqrt(5),2/sqrt(5),0],[0,0,1]]);#ters donme matrisi

NG .
5 5

=1 J5 25
5 5

0 0 1

> T5:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[0,2,1]]);#geri oteleme matrisi

100
T5:={010
021
> with(linalg):

> #Birlestirilmis doniisiim

>matrix(T1)*matrix(T2)*matrix(T3)*matrix(T4)*matrix(T5)=multiply(T1,T2,T3,T4,T5);
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25 5, 25 J5
100 5 5 100 5 5 100
010\ J5 2J5 ||0-10|| J5 a5  [[010
0—21 5 5 00 1 5 5 021
0 0 1 0 0 1
3 4
= =0
5 5
4 3
-l = 2o
5 5
8 16
= 1
5 5

> #ABC iicgeni icin doniistiiriilmiis konum vektorleri

> T:=matrix([[3/5,4/5,0],[4/5,-3/5,0],[-8/5,16/5,1]]);

3 4
2 2
5 5
4
= — -— 0
T 5
8 16
-— — 1
5

3 4 14 12 |
= S 0| |—-—=1

241 5 5 5 5
4 3 28 14
= =2 0|=| = =

461 5 5 5 51

2Ol s | |22 6
5 5 5 5

Sekil 2.9a'da gosterildigi gibidir. Sekil 2.9b ile 2.9e dontistimdeki ¢esitli adimlar1 gosterir.
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Sekil 3.17. Keyfi bir dogru iizerinden yansima. (a) Orijinal ve nihai konum; (b) dogruyu
baslangi¢ noktasina 6teleme; () dogruyu x -ekseninde dondiirme; (d) X -ekseninde yansima;

(e) geri donme; (a) geri Gteleme

p=0g=0 ve s=1oldugunda, doniistiiriilmiis konum vektorlerinin homojen koordinati her

zaman h=1 olur. Geometrik olarak bu sonug, doniisimii h=1fiziksel diizlemiyle smnirlamak

olarak yorumlanir.
3.1.2.14. Tiimden Ol¢ekleme

3x3’likk genel doniisim matrisinde agiklanamayan eleman (bkz. denklem 2.54), s

timden ol¢ekleme tretir; yani konum vektoriiniin tiim bilesenleri esit olarak olgeklendirilir.

Bunu gérmek i¢in

[X Y h]l=[x y 1]j0 1 O|=[x y 5] (3.44)
S

dontistimii diigiintildiiginde X =X,Y =y ve h=s elde edilir. Normallestirmeden sonra,
. X .Y [ Xy T
x =2 ve y* =2 olur. Dolayisiyla, [X 'y 1][T]= S s 1| déniisiimii, konum vektdriiniin
S S
tek tip 6lgeklendirmesidir. Eger, s <1 iSe o zaman bir genisleme meydana gelir ve eger, S >1 ise

bir daralma meydana gelir.

Bunun ayn1 zamanda h =1diizleminde bir déniisiim oldugunu unutmayalim. Iste h=s
sabittir. Bu nedenle, h=1 dizlemi h=1 diizlemine paraleldir. Bu etkinin geometrik bir

yorumu Sekil 2.15'te gosterilmektedir. s <1 ise h =sabit diizlemi, h=21ve h =0 diizlemlerinin

arasindadir. Sonug olarak, doniistiiriilen AB dogrusu tekrar h =1 diizlemi iizerine yansitildiginda
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A"B" 'nin biiyiidigii gorilir. Benzer sekilde, s>1 ise, h =sabit diizlemi, h-ekseni boyunca
h =1"in 6tesine uzanir. Doniistiiriilen CD dogrusu tekrar h =1 diizlemine yansitildiginda C*D*

olur ve kiigtildigi goriiliir [6].

Sekil 3.18. Genel d6lgeklemenin geometrik bir yorumu

3.1.2.15. Sonsuz Noktalar

Homojen koordinatlar, bir koordinat sisteminden bir nokta kiimesini bir alternatif
koordinat sisteminde karsilik gelen bir kiimeye eslemek icin uygun ve etkili bir teknik saglar. Sik
sik, bir koordinat sistemindeki sonsuz bir aralik, alternatif bir koordinat sisteminde sonlu bir
aralikla eslesir. Eslestirmeler dikkatlice secilmedikge, paralel dogrular paralel dogrularla
eslesmeyebilir. Bununla birlikte, kesisme noktalar1 kesisme noktalarina eslenebilir. Bu 6zellik,
sonsuz noktadaki bir noktanin homojen koordinat gosterimini belirlemek i¢in kullanilir [4,5,6].

denklemi verilen

X+y=1
2x—-3y=0

kesisen dogrular ¢iftini dikkate alarak baglayalim. X =3/5,y = 2/5 kesisme noktasina sahiptir.

X+y—1=0 Ve 2x—3y = 0denklemleri yazilir ve matris formunda verilirse
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olur. [M'] kare matris olsaydi, kesisme noktasi; matrisin tersi ile elde edilirdi. Bu, orijinal

denklem sisteminin yeniden yazilmasiyla gerceklesir. Ozellikle,

X+y-1=0
2x—-3y=0
1=1

denklem sisteminin matris formunda yazildiginda

ile gosterilir yani

1 2 0
[x y 1]|1 -3 0(=[0 0 1]
-1 0 1

olur. Bu kare matrisin tersi

¥5 25 0] [3 20
[M]'=|y5 -5 0 =51 10
35 2/5 1] |3 2 5

dir. Denklemin iki tarafin1 da [M ]71 ile carparak ve [M][M ]71 =[I] birim matrisini verdigini

belirterek;
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320
[x y 1]:%[0 0 1]{1 -1 0|=[3/5 2/5 1]
3 25

sonucu elde edilir. Boylece, kesisme noktasi tekrar x = 3/5ve y = 2/5 dir.

Simdi tanimlanan iki paralel dogruyu g6z oniinde bulunduralim.

X+y=1
x+y=0

denklemleri ile verilen dogrular paralel dogrulardir. Oklid geometrik uzayinda paralel dogrular
ciftinin kesisme noktasi sonsuzda ortaya ¢ikar. Yukaridaki yontem ile bu dogrularin kesisme

noktasini hesaplamak i¢in

1 10
[x y 1]j1 1 0|=[0 0 1]
-1 0 1

matris formiilii elde edilir. Bununla birlikte, matris kare olsa bile, iki satir ayn1 oldugundan tersi
olmadig i¢in matrisin tekil oldugu sdylenir. Tersinir bir matrisi olan bagka bir alternatif formiil

de miimkiindiir. Bu denklem sistemi

x+y-1=0
X+y=0
X=X

ile yeniden yazilarak elde edilir. Matris formunda bu

1 11
[x y 1]j1 1 0|=[0 0 x]
-1 00

olur. Burada matris tekil degildir; tersi vardir ve
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0 0 -1
[M]"=j0 1 1
1 -1 0

olarak hesaplanir. Denklemin iki tarafin1 da tersiyle ¢arparsak,

0 1 -1
[x y 1]=[0 0 x][0 1 1]|=[x —x 0]=x[1 -1 0]
1 -1 0

elde edilir. Sonugtaki homojen koordinatlar [1 -1 0], iki paralel dogru igin “kesigsme
noktasini”, yani sonsuzluk noktasini temsil eder. Ozellikle, iki boyutlu diizlemdeki dogrultuda
[1 —1] sonsuzluk noktasini temsil eder. Genel olarak, iki boyutlu homojen vektor [a b 0],

ay —bx = 0dogrusu tizerindeki sonsuzluk noktasini temsil eder. Baz1 6rnekler:

[1 0 0] pozitif X-ekseninde
[-1 0 0] negatif X-ekseninde
[0 1 0] pozitif y-ekseninde
[0 -1 0] negatif y-ekseninde

[1 1 0] Y = X dogrusu boyunca, [1 1] yoniindedir.

h =0homojen bilesenli bir vektoriin gercekte sonsuzluktaki bir noktay1 temsil etmesi,

cizelge 3.1.'de gosterilen sinirlama islemi ile de gosterilebilir. Yy =3/4X" dogrusu ve
[X Y h]=[4 3 1] noktasii diistinelim. Bir konum vektoriiniin benzersiz bir temsilinin
homojen koordinatlarda bulunmadigini hatirlatarak, [4 3 1] noktast homojen koordinatlarda
cizelge 3.1.'de gosterilen tiim sekillerde temsil edilir. Cizelge 3.1.'deki h —Qgibi, y"/x"

oranlari 3/4; ana denklem igin gereklidir. Dahasi, Y =(3/4)X" dogrusuna denk diisen, her bir
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ardigik (x*,y*) ciftleri sonsuzluga yaklasir. Bu nedenle, h— O sinirindaki sonsuz nokta,

[X Y h] = [4 3 0] homojen koordinatlarinda verilir [6].
Sekil 3.18."1 hatirlayarak, h— O simirlama isleminin geometrik bir yorumu da kolayca
aciklanmaktadir. h=S$ (S <1) diizleminde, [1 0] yoniinde bir birim uzunluktakix =0,y =0

dogrusunu diistinelim. Bu dogrunun ters yansimast $—0, h=1fiziksel diizleminde orijin
etrafinda ¢izilerek sinirsiz hale gelir. Sonug¢ olarak, dogrunun bitis noktasi X -ekseni iizerinde

sonsuzluk noktasini temsil etmelidir [6,8].

Cizelge 3.1. [4 3] Noktasi i¢in homojen koordinatlar

h X* y* X Y
1 4 3 4 3
1/2 8 6 4 3
1/3 12 9 4 3
1/10 40 30 4 3
1/100 400 300 4 3
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3.2. U¢ Boyutlu Déniisiimler ve MAPLE Uygulamalari
3.2.1. U¢ Boyutlu Noktalarin Temsili
Uc boyutlu bir nesneyi temsil etme veya gosterme yetenegi, bu nesnenin seklinin

anlasilmasinda esastir. Ayrica bu nesnenin dondiirme, 6teleme ve yansima goriiniimleri de ¢ogu

durumda, seklinin anlagilmasi i¢in esastir. Bu, nispeten karmasik bir nesne almakla kolayca

kanitlanir. Dolayisiyla, ii¢ boyutlu uzaydaki [X y Z] noktasi, dort boyutlu bir konum vektorii

ile temsil edilir [9]. [T ] doniisiim matrisi olmak iizere

[y 7 hl=[x y z 1][T]

olarak yazilir. Yine, homojen koordinatlardan normal koordinatlara doniisiim;
i . 4 Xl ! Z/
[x y© z 1} = {F y z 1} (3.45)

dir. Ug boyutlu homojen koordinatlar icin genellestirilmis 4x4 ’liik doniisiim matrisi

a b c p
f
r=(¢ ¢ T (3.46)
g 1 Jr
I m n s

ile yazilir. Denklem (3.46)’da 4x4’liik doniisiim matrisi dort ayr1 bolime ayrilir:

3x3

1x3 - Ix
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Sol st alt 3x3’liik matris, 6l¢ceklendirme, meyillenme, yansima ve donme seklinde dogrusal bir
doniigiim tretir. Sol alt 1x3’liikk matris oteleme tiretir ve karsit sag alt 3x1°lik matris perspektif

doniistim tiretir. Son alt sag 1x1 ’lik matris, genel 6l¢eklendirme iiretir [6].

3.2.2. U¢ Boyutlu Olgeklendirme

Genel 4x4°lik dontisimiin kosegen terimleri yerel ol¢eklendirmeyi saglar. Yerel

6l¢eklendirme etkisini gostermek icin

a 0o0@o0
0 e 00
X|T|= 1
D=l v 2 g o 0
00 0 1 (3.47)
=[ax ey jz 1]=[x* y' oz 1]

doniistimiini diistinelim [6,9].

Ornek 3.2.2.1. Yerel Ol¢eklendirme
> #Sekil 3.19a'da gosterilen dikdortgen paralel yiizliiniin (RPP) homojen konum

vektorleri:

>X:=matrix([[0,0,1,1],[2,0,1,1],[2,3,1,1],[0,3,1,1],[0,0,0,1],[2,0,0,1],[2,3,0,1],[0,3,0,1]1]);
00 .

S O O O = = = =
— = = = e e e e
L

W LW o O W W o

(=R S S = I =R \S I ]

> # Bir birim kiip elde etmede RPP'nin yerel dlceklendirmesi sirasiyla x, y, z eksenleri
boyunca 1/2,1/3,1 dl¢ek faktorlerini gerektirir. Yerel lcekleme déniisiimii;

>T:=matrix([[1/2,0,0,0],[0,1/3,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1]]);#d6niisiim matrisi
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0 01 |
> # Olusan kiip, homojen konum vektorlerine sahiptir;
> with(linalg):

> matrix(X)*matrix(T)=multiply(X,T);

0011] 0011
201 1] 1011
23112 © 00 1111
0311l L ol |0ttt
0001 3 0001
2001(] 0 010 1001
2301 ([0 0O0L] 1101
0301 0101

Homojen h koordinat faktoriiniin, dondistiriilmiis konum vektorlerinin her biri i¢in birim
olusturduguna dikkat edelim. Sonug, Sekil 3.19b'de gosterilmistir.

Genel 6l¢eklendirme, dordiincii kdsegen elemant kullanilarak elde edilir, yani

1 000
o100 ., ,

XITl=lx y 2 4 oo g Y] (3.48)
00 0 s|

siradan veya fiziksel koordinatlar

olarak elde edilir [6].
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Sekil 3.19. Uc boyutlu dlgeklendirme doniisiimleri

Ornek 3.2.2.2. Genel Olceklendirme

> # Sekil 3.19b'de gosterilen birim kiipiin iki katina esit biiyiikliigiinde dl¢ceklendirilmesi

(boyutun iki katina ¢ikmasi) doniisiimiinii gerektirir.
>X:matI’IX([[0,0,l,l],[1,0,1,1],[1,1,1,1],[0,1,1,1],[0,0,0,l],[1,0,0,1],[1,1,0,1],[0,1,0,1]]);

0

B
i

1
1
0
0
1
1
0

e e =R T S U e S )

1
1
1
1
0
0
0
0

1
1
1
1
1
1
1
1

>T:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,0.5]]);#déniisiim matrisi

> with(linalg):

100 0
0100
001 0
00005
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> matrix(X)*matrix(T)=multiply(X,T);

0011 00105]
1011 10105
1111([100 0 11105
01110100 | [01105
0001(l001 0] [00005
1001[[00005 10005
1101 11005
0101 01005

Doéntistiiriilmiis konum vektorlerinin her biri igin homojen koordinat faktoriniin h=0.5
olduguna dikkat edelim. Bu nedenle, siradan veya fiziksel koordinatlar1 elde etmek igin her

konum vektoriiniin h sabitine boliinmesi gerekir. Sonug, Sekil 3-19¢'de gosterilmistir.

O NN O O NN O
N N O O N N O O

OO0 o0 O N NNDN
e e =

I
L

Burada, iki boyutlu genel 6l¢eklendirme doniisiimiinde oldugu gibi, homojen koordinatin
birim olmadigina dikkat edelim. Bu, 4-uzayda h=1; fiziksel hacmin bir bagka hacme
donilisiimiini temsil eder. Doniistiiriilmiis fiziksel koordinatlar, 4-uzayli koordinat sisteminin
merkezi araciligiyla h=1fiziksel hacmine geri yansitilarak elde edilir. Yine, eger s<1 ise
konum vektorlerinin diizglin bir sekilde genislemesi meydana gelir. Eger, S>1 ise konum
vektorlerinin diizgiin bir sekilde sikistirilmas1 meydana gelir [6].

Ayni etki, es deger yerel 6lgeklendirme yoluyla da elde edilebilir. Bu durumda doniisiim

matrisi;
/s 0 0 O
0 s 0 O
m-| o ¥
0 0 s O
0O 0 0 1
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olur. Burada homojen koordinat faktoriiniin birim olduguna dikkat edelim, yani h=1"dir [4,6].

3.2.3. U¢ Boyutlu Meyillenme

4x4°lik genellestirilmis doniisiim matrisinin sol iist 3x3 alt matrisindeki kosegen

olmayan terimler {i¢ boyutta meyillenme dretir yani;

1 b c O
d 1 f 0

X][T]= 1

XITl=be y 210 (3.49)
000 1

=[x+yd+gz bx+y+iz ox+fy+z 1]

olur [6].

Ornek 3.2.3.1. Meyillenme
> #Sekil 3.19b'de gosterilen birim Kkiipii goz oniinde bulunduralim. Meyillenme

doniisiimiini uygulayalim;

> X:=matrix([[0,0,1,1],[1,0,1,1],[1,1,1,1},[0,1,1,1],[0,0,0,1],[1,0,0,1],[1,1,0,1],[0,1,0,1]1);
0

S = = = =

—_ = O O = = O O
S O O O == = =
e e e T e T S S = U =

> #meyillenme doniisiim matrisi:
> T:=matrix([[1,-0.85,0.25,0],[-0.75,1,0.7,0],[0.5,1,1,0],[0,0,0,1]]);

1 —0.85 025 0
—0.75 1 0.7 0
0.5 1 1 0
0 0 0 1

> with(linalg):
> matrix(X)*matrix(T)=multiply(X,T);
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(001 1] 05 1. 1. 1]
1011 1.5 015 1251
1111 1 —0.85 0250 075 1.15 1.95 1
0111|[=075 1 070]| |—025 2 171
0001(| 05 1 1 0| | o =0 o0 1
1001 0 0 0 1 1. —0.85 025 1
1101 025 015 095 1
0101 —075 1. 07 1

Sonug, Sekil 3.19d’de gosterilmektedir. Her ii¢ 6rnekte de orijinin doniistimden etkilenmedigine

dikkat edelim.

3.2.4. U¢ Boyutlu Dénme

X-ekseni etrafinda donme icin, konum vektorlerinin X koordinatlari degismezdir. 4x4

’lik homojen koordinat doniigiimil, 6 agis1 kullanilarak yazilir [6].

1 0 0 O
0 cosd sing O
[T]= . (3.50)
0 -sin@ cosd O
0 0 0 1
Benzer bir sekilde, Z-ekseni etrafinda bir ¥ agisiyla donme igin doniisiim matrisi [6];
cosW sin?¥ 0 O
—sin®¥ cos¥ 0 O
[T] = (3.51)
0 0 10
0 0 01
y -ekseni etrafinda bir ¢ agisiyla donme igin, doniisiim matrisi [6];
cosg 0 -sing O
0 1 0 0
[T]=| .. (3.52)
sing 0 cosg O
0 O 0 1
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olur. Denklem (3.52)’de siniis terimlerinin isaretleri; (3.50) ve (3.51) esitliklerindeki isaretlerinin
tersine cevrilir. Pozitif sag—el kuralin1 korumak i¢in bu gereklidir.

Denklem (3.50) ve (3.52)’deki esitliklerinin incelenmesi; her bir doniisiim matrisinin
determinantinin, saf donme i¢in +1 olmasi gerektigini gosterir. Bu sonuglar1 daha iyi gostermek

igin bir 6rnek inceleyelim.

Ornek 3.2.4.1. U¢ Boyutlu Dénme
> #Olusturulan “L” harfinin gercek seklini gosteren yardimci bir goriiniim gelistirelim.

Nesne icin konum vektorleri goz oniinde bulunduralim.[L] konum vektorlerinin matrisi;

> :=matrix([[0,0,1,1],[3,0,1,1],[3,2,1,1],[0,2,1,1],[0,0,0,1],[3,0,0,1],[3,2,0,1],[0,2,0,1],[0,1,0,1],
[3,1,0,1},[3,1,-2,1],[0,1,-2,1],[3,0,-2,1],[0,0,-2,1]]);

00 1 1
30 1 1
32 1 1
02 1 1
00 O 1
30 0 1
L:=3201
02 0 1
01 0 1
31 0 1
31 —21
01 —21
30 —21
00 —21

> # y-eksenindeki theta=-90°’lik donme uygulayalim:
> T1:=matrix([[0,0,1,0],[0,1,0,0],[-1,0,0,01,[0,0,0,11]);

0 010]
0 100
Tl =
—1000
0 001
> with(linalg):

> matrix(L)*matrix(T1)=multiply(L, T1);
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[o0 1 1] ~100 1|
30 1 1 —1031
32 1 1 —1231
02 1 1 —1201
00 0 1 0 001
300 1([oo010 0 031
320 1]/ 0 100] | 0231
02 0 1||=1000| | 0201
01 0 1]l 0001 0 101
31 0 1 0 131
31 -21 2 131
01 —21 2 101
3021 2 031
00 —21 2 001

Bu durumda y bilesenlerinin|[L | Ve[L*] aynt olduguna dikkat edelim. Sonug, sekilde

gosterilmistir.

22% .~

v

-90°

(@ (®)

Sekil 3.20. Uc boyutlu dénme (L harfi icin)

Ornek 3.2.4.2. Dénme
> #Sekil 3.21a'da gosterilen dikdortgen paralel yiizliiyii goz oniinde bulunduralim. [X]

konum vektorlerinin matrisi;

>X:=matrix([[0,0,1,1],[3,0,1,1],[3,2,1,1],[0,2,1,1],[0,0,0,1],[3,0,0,1],[3,2,0,1],[0,2,0,1]]);
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0011
3011
3211
¥ 0211
0001
3001
3201
0201

> # Burada, [ X ]konum matrisinde etiketli A satir, Sekil 3.21’deki A noktasina karsilik

gelir. Denklem (3.50)’de x-eksenindeki & =—-90°’lik donmedir.
> T1:=matrix([[1,0,0,0],[0,0,-1,0],[0,1,0,0],[0,0,0,1]]);

10 0 0
00 —10
Tl ==
01 0 0
00 0 1
> with(linalg):

>matrix(X)*matrix(T1)=multiply(X,T1);#Doniisiimiin uygulanmasi yeni konum

vektorlerini verir;

(001 1] 01 1]
3011 31 1
32110100 0] [31 =21
0211([00—10] [01 21
0001/|lo1 0 0| |00 1
3001([00 0 1] [30 0 1
3201 30 —21
0201 00 —21

X bilesenlerinin gerektigi gibi [X]ve [X*} matrislerinde ayn1 olduguna dikkat edelim. Sonug,

Sekil 3.20b’de gosterilmektedir.

> # y-eksenindeki ¢ =90°’lik donme uygulayalim:
> T2:=matrix([[0,0,-1,0],[0,1,0,0],[1,0,0,0],[0,0,0,1]1]);

00 —-10
01 0 0
10 0 0
00 0 1

12
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> matrix(X)*matrix(T2)=multiply(X,T2); #yine, doniisiimii orijinal bloga uygulamak, yeni

konum vektorlerini verir, yani;

0011] [10 0 1
3011 10 —31
3211([00 =10 12 =31
0211|{0o1 0 0] [12 0 1
0001|/10 0 o] |00 0 1
30011(/00 0 1 00 —3 1
3201 02 —3 1
0201 02 0 1

olur. Bu durumda Y bilesenlerinin [X] ve[X*'} ayni olduguna dikkat edelim. Sonug, Sekil

3.21c'de gosterilmistir.

@

(®)

Sekil 3.21. Uc boyutlu dénme (dikddrtgen paralel yiizlii)
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Simdi Once X -ekseni etrafinda es bir donme yaptiktan sonra y -ekseni etrafinda bir donme

doniisiimii uygulandiginda birlestirilmis matris

1
U

0

0 0 O]
cosd singd 0
—-singd cosd 0

0 0 1
cosd 0

sin@  cos® cosdsingd 0
cosdsingd -sin@

0 0

cosd 0 —sind 0
0 1 0 0
sind 0 cosd O
Lo o o 1
—sind 0]
cos’d 0
0 1

(3.53)

ile olusturulur. Ote yandan, ters islem yapildiginda, yani, y-ekseni etrafinda bir dénme,

ardindan X -ekseni etrafinda es bir donme izlerse

Si

[cosé

0 -sind 0
0 1 0 0
sind 0 cosd O
o 0 0 1
‘cosd  sin’@
0 cosd
ng -—cosdsing
0 0

0 cosd singd O
0 -sin@ cosd O
0 0 0 1

—cosdsing 0]
sind 0
cos’d 0

0 1

1 0 0 0]

(3.54)

olur. Burada 6 =¢ dir [6,7]. Esitliklerin sag taraflarinin karsilastirilmasi, denklem (3.53) ve

(3.54)’iin aym olmadigini gosterir. Uc boyutta birden fazla dénme yapildiginda donmeler

degismezdir. Sekil 3.22a'daki nesnenin doniisiimiiniin sonucunu igeren; denklem (3.53) iki tane

90°’lik donme matrisinin ¢arpimini verir, Sekiller 3.22¢ ve 3.22d 'de kesikli gosterilmistir.

denklem (3.54)’de verilen ters donme; Sekiller 3.22b ve 3.22d’de gosterilmistir. Dénme sirasi

degistirilerek; farkli sonuglarin alinmistir. Sayisal bir 6rnek ile bu diistinceyi daha da agiklayalim

[6].
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Ornek 3.2.4.3. Birlesik Donmeler

> #Sekil 3.22a'daki nesne konum vektorleri;

> with(linalg):
>X:=matrix([[0,0,1,1],[2,0,1,1],[2,3,1,1],[0,2,1,1],[0,0,0,1],[2,0,0,1],[2,3,0,1],[0,2,0,1]]);

0

N W O O D W o O

1
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
0
0
0
0

(=R S S =N = ST )

> # x-ekseni etrafinda 90°’lik donme, ardinda y-ekseni etrafinda 90°’lik donme icin
birlestirilmis matris;

> T:=matrix([[0,0,-1,0],[1,0,0,01,[0,-1,0,0],[0,0,0,1]]);

00 —10

1 0 00
T:=

0—-1 00

00 01

> #Doniistiiriilmiis konum vektorleri:

> matrix(X)*matrix(T)=multiply(X,T);

0011 0—1 0 1
2011 0—1-21
23110[0 0 —=10] [3-1-21
021 1|10 00| |2-101
0001|{0—=1 00| [0 0 o1
200100 0 0 1] |00 —21
2301 30 —21
0201 20 0 1

> # Doniistiiriilen nesne Sekil 3-22d'de Kkesikli olarak gosterilmistir. y-ekseni etrafinda
90°’lik donme ardindan x-ekseni etrafinda 90°’lik donme i¢in birlestirilmis matris:
> T1:=matrix([[0,1,0,0],[0,0,1,0],[1,0,0,0],[0,0,0,1]]);

0100

0010

1000
0001

TI :
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> #doniistiiriilmiis konum vektorleri:

> matrix(X)*matrix(T1)=multiply(X,T1);

0011 1001
201 1 1201
2311([o100] [1231
0211f[0010| [1021
0001[[1000]| [0001
2001(]0001] 0201
2301 0231
0201 0021

Bu 6rnekte doniistiiriilen nesne Sekil 3.22d'de kesintisiz ¢izgilerle gosterilmistir.
Ayn1 zamanda iki sayisal sonucun karsilastirilmasi, doniistiiriilen nesnelerin yoneliminin

oldukga farkli oldugunu agikca gostermektedir. Bu nedenle, matris ¢arpiminin sirasi énemlidir.

A >
+90°
@ ®
v 2~
> G,
+90° P
A2 i \

©

(d)
Sekil 3.22. Degismesiz ii¢ boyutlu donmeler
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3.2.5. U¢ Boyutlu Yansima

Uc¢ boyutta yansimalar bir diizleme gore alinir. Saf yansima igin yansima matrisinin

determinant1 —1 olmalidir [2].

3.2.5.1. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Diizleme Gore Yansima

Teorem 3.2.5.1.1. R® uzaymnda bir u=(X,Y,z)vektdriiniin, Ax+ By+Cz =0diizlemine gore

yansimasini (simetrigini) veren lineer doniisiimiin matrisi

[ [eEact e
b, U _ 2 _Rp? 2 _
Teim 2B A-BC 28 (3.55)
~2AC 2BC  A4+B-C?

bi¢iminde tanimlanir [12].

1. x=0 diizlemine gére yansima i¢in lineer doniisiim matrisinde A=1, B=0,C =0 yerine

yazilirsa, yz diizleminde yansimasi i¢in,

“2+0%+0° =210 -2.1.0
T:% 210  12-0*+0> -2.00
1°+0°+0 2 ~2 A2
-2.1.0 200 12+0*°-0
. 100l [-100 (3:56)
=1 0 10/=0 10

0 01 0 01

matrisi elde edilir.
2. y=0 diizlemine gore yansima i¢in lineer donlisiim matrisinde;

A=0, B=1, C =0 yerine yazilirsa, Xz diizleminde yansimasi i¢in,
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. —0° +1° + 07 -2.0.1 -2.0.0

T :ﬁ —201 02 —12 +02 —210
0°+1°+0 P
-2.0.0 -2.1.0 0°+1°-0
(3.57)
1 1 0 O 1 0 O
=]—_ 0 -1 0j=/0 -1 O
0 0 1 0 0 1
matrisi elde edilir.
3. z=0 diizlemine gore yansima i¢in lineer doniisiim matrisinde;
A=0, B=0, C =1 yerine yazilirsa,
0>+ 0% +1° -2.00 -2.0.1
T :lelz —200 02 —02 +12 —201
+0° +
-2.0.1 -2.01 0°+0°-1?
(3.58)
1 1 0 O 1 0 O
=1 01 0(=01 O
0 0 -1 0 0 -1

matrisi elde edilir. xy diizlemi boyunca bir yansimada, yalnizca nesnenin konum vektorlerinin z

koordinat degerlerinin isareti tersine gevrilir.
Ornek 3.2.5.1.1. Diizleme Gore Yansima

R® uzayinda verilen K(6,4,1)noktasinin, 2x+y+z=0 diizlemine gore simetrigi olan

noktay1 bulunuz.

Coziim: 2x+y+z=0diizlemine gore simetri donilisiimii, yukaridaki yansima dontigimii

yardimiyla
X . 2" +17+1 -2.2.1 -2.2.1 X
T =——| =221 2" 17 +1° -2.1.1
Y=o !

-2.2.1 211 22+1°-1 ||z
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olarak bulunur. Buna gore,

6 -2 -4 -4][6
T4 :% -4 4 =-21|4|=
1 -4 -2 4|1
12 2] 16 ]
> 2 19 |5
=2 £ _Z||a|l=] =
3 3 3 L 3
2 12 -14
| 3 3 | | 3 |
elde edilir.
K
+ r4

K):(

Sekil 3.23. Diizleme gore yansima

Ornek 3.2.5.1.2. Yansima

> #Konum vektorleri tarafindan tanimlanan ABCDEFGH blogu goz 6niinde bulunduralim.

> with(linalg):
> X:=matrix([[1,0,-1,1],[2,0,-1,1],[2,1,-1,1],[1,1,-1,1],[1,0,-2,1],[2,0,-2,1],[2,1,-2,1],[1,1,-2,1]]);
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10 —11]
20 —11
21 —11
PR
10 —21
20 —2 1
21 —21
11 -21

> xy diizlemi boyunca yansima i¢in doniisiim matrisi denklem (3.58)’dedir. Yansimadan

sonra doniistiiriilmiis konum vektorleri
> T:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,-1,0],[0,0,0,1]]);

10 0 O
01 0 O
00 —10
00 0 1

> matrix(X)*matrix(T)=multiply(X,T);

10 —11 1011]
20 —11 201 1
21 —=11([10 0 0 2111
11T —11{lo1 0o o] [1111
10 —21|l0o0—-10] [1021
20-21(|00 0 1 2021
21 =21 2121
11 =21 1121

dir. Sonug¢ AB,C,D,E,FG H,, Sekil 3.24.te gosterilmistir.

Sekil 3.24. xy -diizlemi {izerinde ii¢ boyutlu yansima
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Ornek 3.2.5.1.3.U¢ Boyutlu Yansima

> #Konum vektorleri tarafindan tammmlanan '"L'"" harfini go6z 6niinde bulunduralm.

> with(linalg):
>L:=matrix([[0,0,1,1],[3,0,1,1],3,2,1,1],[0,2,1,1],[0,0,0,1],[3,0,0,1],[3,2,0,1],[0,2,0,1],[0,1,0,1],
[3,1,0,1],[3,1,-2,1],[0,1,-2,1],[3,0,-2,1],[0,0,-2,1]]);

0

— = = e e e e e

1
1
1
1
0
0
0
0
0
0

1
-2 1
-2 1
-2 1
—2 1]

S W O W W O O W W o O W w o
[ e e a \S I \ I e Y e R OO B \S B )

> T:=matrix([[1,0,0,0],[0,-1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1]]);# Xz yansima matrisi

1 0 00
0—-100
00 10
0 0 01

> matrix(L)*matrix(T)=multiply(L,T);

00 1 1 00 1 1|
30 1 1 30 1 1
32 1 1 3 -2 1 1
02 1 1 0 —2 1 1
00 0 1 00 0 1
30 0 1[[1 0 00 30 0 1
32 0 1|0 —-100]| [3 -2 0 1
02 0 1[]{0 0 10| |0—2 01
01 0 1]{0 0 01 0 —1 0 1
31 0 1 3 -1 0 1
31 —21 3 -1 —2 1
01 —2 1 0 —1 —2 1
30 —2 1 30 —21
00 —2 1 00 —21

Sonug sekilde gosterilmistir.
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Sekil 3.25. Ug boyutlu yansima

3.2.6. U¢ Boyutlu Oteleme

Ug boyutlu 6teleme matrisi

3 O ~ O
5 B O O
, O O o

ile tanimlanir. Nesnenin koordinatlarina uygulandiginda

1 0 0O
01 0O

foh: 1
[xyz][xyz]0010
Il m n 1

otelenmis noktanin koordinatlari elde edilir [6]. Matris ¢arpim1 yapildiginda
[y 2 h]=[(x+1) (y+m) (z+n) 1]

esitligi bulunur. Dontistiiriilen fiziksel koordinatlar,
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X' =x+I1
y'=y+m
Z'=z+n

olarak elde edilir.

Ornek 3.2.6.1. U¢ Boyutlu Oteleme

> #Olusturulan “L” harfinin gercek seklini gosteren yardimer bir goriiniim gelistirelim.
Nesne icin konum vektorleri goz oniinde bulunduralim.[L] konum vektorlerinin matrisi;

>| :=matrix([[0,0,1,1],[3,0,1,1],[3,2,1,1],[0,2,1,1],[0,0,0,1],[3,0,0,1],[3,2,0,1],[0,2,0,1],[0,1,0,1],
[3,1,0,1],[3,1,-2,1],[0,1,-2,1],[3,0,-2,1],[0,0,-2,1]1);

00 1 1
30 1 1
32 1 1
02 1 1
00 0 1
30 0 1
[ 32 0 1
02 0 1
01 0 1
31 0 1
31 =21
01 —21
30 —21
00 —21

> # oteleme doniisiimii uygulayalim:
> T:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[2,0,0,1]]);

1000 ]
0100
0010
2001

> Otelenmis homojen koordinatlar yazih olarak elde edilir.
> with(linalg):
> matrix(L)*matrix(T)=multiply(L,T);
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(00 1 1] (20 1 1]
30 1 1 50 1 1
32 1 1 52 1 1
02 1 1 22 1 1
00 0 1 20 0 1
300 1|[1000 50 0 1
32 0 1[|[o100| [52 0 1
02 0 1|loot1o| |22 0 1
01 0 1[|2001 21 0 1
31 0 1 51 0 1
31 =21 51 =21
01 —2 1 21 —21
30 —21 50 —21
00 —21 20 —2 1

Sekil 3.26. Uc boyutlu dteleme

3.2.7. Coklu Doniisiimler

Ardisik doniisiimler, ayn1 sonucu veren tek bir 4x4’liikk doniisiimde birlestirilebilir.

Matematiksel olarak

X ]= XTI )T )

burada birlestirilmis doniistim matrisi

[T] =[T1][T2][T3][T4]"'
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denklemi ile gosterilir. Burada [Ti] matrisi 6lgekleme, meyillenme, dondiirme, yansima,

oteleme, perspektif ve izdligim matrislerinin herhangi bir birlesimidir. Sirasiyla X-vey -
eksenlerindeki 8,¢ donme agilari ve I, m,n sirasiyla x,y,z yonlerdeki 6teleme faktorleri olmak

tizere (3.50), (3.52) ve (3.59) esitliklerinin kullanilmasiyla birlestirilmis doniisiim matrisi

[T1=[Tr][R][R/]

1 0 0 0f|1 0 0 Of|cosg O —sing O
|01 0 0}|0 cos@ sing 0O 0 1 0 0
|0 0 1 0[|0 —sing cos® O||sing O cosg O

I m n 1|0 0 0o 1 0 O 0 1

1 0 0O cos ¢ 0 —sing 0
|0 1 0 O0]|singsing cos@ cosgsing O
10 0 1 0]|singcos® —sin@ cosgcosd O

I m n 1 0 0 0 1
[ cos¢ 0 —sing 0]

sin ¢sin @ cosé cosgsingd 0O
| singcosé —sind cosgcosd O
| lcosg mcos @ —Ising 1

+msingsin@ -nsin@ +mcosgsing (3.61)
| +nsin ¢ cos@ +ncos¢cosd

olarak elde edilir. Genel bir konum vektorii i¢in donilisiim uygulanirsa

CoS ¢ 0 -sing 0

singsind cosé cosgsingd 0

[X][T]z[x y 2 1] sir:qﬁcosﬁ -sin@ cos¢.cose 0

cos¢ mcos & —lsing 1
+msingsing —nsind +mcos¢#sin g

| +nsingcosd +ncosgcosd |

(x+1)cos ¢ (y+m)cos@  —(x+l)sing 1]
=|+(y+m)singsind —(z+n)singd +(y+m)cosgsind
+(z+n)singcosd +(z+n)cosgcosd

sonucu elde edilir [6].

Asagidaki 6rnek bu doniisiimii gostermektedir.
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Ornek 3.2.7.1. Coklu Déniisiimler

Konum vektorii [3 2 1 1] olan bir vektorii sirasiyla x,y,z yonlerindeki —1,—-1-1

Otelemenin etkisini, ardindan art arda X-ekseni etrafinda bir +30°’lik donme ve Y —ekseni
etrafinda bir +45°’lik dénme dontistimlerini homojen koordinat ile diisiinelim. Doniistiirilmiis
konum vektoriinin € =+30°,¢ =+45" donme acgilar1 ve | ==L m=-1Ln=-1 6teleme faktorleri

i¢cin degeri

0.707 0 —0.707

0
0354 0866 0354 O
0
1

[X][T]=[3 2 1 1] =[L.768 0.866 -1061 1]

0612 -05 0.612
-1.673 -0.366 -0.259

olarak hesaplanir. Birlestirilmis matrisin ayr1 ayr1 uygulanan matrislerle ayni sonucu verdigini

dogrulamak i¢in sirastyla matris carpimlari uygulandiginda

1 0 0O O
B2y, oo
O 0 1 o
-1 -1 -1 1
=[2 1 0 1]
1 0 o 0
0 0866 05 O
[X1=[XNR=[2 1 0 1 ' "L sece o
0 o0 o 1
=[2 0866 05 1]
0.707 0 —-0.707 O
[X"]=[X"][R/]=[2 0.866 05 1] 0,307 (1) 0.307 8
o 0 0 1

[X"]=[0.768 0.866 -1.061 1]

sonuglari elde edilir. Bu sonuglardan 6nceki sonucun dogrulandig: goriiliir.
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3.2.8. Bir Eksene Paralel Koordinat Eksenleri ile Tlgili Dénmeler

Denklem (3.50), (3.51) ve (3.52)'de verilen doniisiimler X, Y ve Z koordinat eksenlerinde

donme doniisiimiinii gergeklestirir. Genellikle bir nesneyi, bunlardan baska bir eksen etrafinda

dondiirmek gerekir. Burada, X, Y veyaZ koordinat eksenlerinden birine paralel olan bir eksenin
6zel durumu dikkate alinir. Sekil 3.27, x'y'z'sabit kiiresel eksen sistemine paralel xyz yerel
eksen sistemine sahip cismi gostermektedir. Cismin X'y’ veyaZ' yerel eksenlerden herhangi biri

etrafinda donmesi, asagidaki prosediir kullanilarak gergeklestirilir [6,9]:
1- Yerel eksen, koordinat ekseni ile ayn1 yonde gakisana kadar cismi 6telenir.
2- Belirtilen eksen etrafinda dondiiriiliir.

3- Doniistiiriilen cismi eski konumuna getirilir.

[X*] donlstiirtilmiis cismi temsil eder
X] donlstiirilmemis cisim
Tr] 6teleme matrisi

R,] uygun dénme matrisi

[
[
[
[Tr]'1 oteleme matrisinin tersi

ile verilen doniistimlerle olusturulan birlestirilmis dontisiim matrisi matematiksel olarak

X J=XR T

olarak yazilir.

Ornek 3.2.8.1. Tekli Bagil Dénme

> #Konum vektorleri tarafindan tanéimlanan blogu goz éniinde bulunduralim.

> with(linalg):
>X:=matrix([[1,1,2],[2,1,2],[2,2,2],[1,2,2],[1,1,1],[2,1,1].[2,2,1],[1,2,1]]);
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N N = = NN = =

1
2
2
1
1
2
2
1

> kiiresel xyz-eksen sistemine gore; blogun merkezinden gecen blogu X' -ekseni etrafinda
60 =+30"’lik dondiirelim. Yerel eksen sisteminin orijininin blogun merkezi oldugu kabul

edilir. Blogun merkezi [x, Yy, 2z, 1]=[3/2 3/2 3/2 1]’dir. Dénme uygulanrsa
[ X" ]=[X][Tr][R][Tr]" oldugundan

> Blogun merkezi:

> M:=matrix([[3/2,3/2,3/2,1]]);

3 3 3
M=% 7373 1}
> x:=3/2
3
T
>y:=3/2
_3
Y5
> 7:=3/2
o2
2
> T:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,-y,-z,1]]); #oteleme matrisi
['1 0 o0 o]
01 0 0
T=10 0 1 0
3 3
0 -? —7 1

>R:=matrix([[1,0,0,0],[0,evalf(cos(Pi/6),4),evalf(sin(Pi/6),1),0],[0,evalf(-
sin(Pi/6),1),evalf(cos(Pi/6),4),0],[0,0,0,1]]);

I 0 0 0
0 08660 05 0
0 —0.5 0.8660 0
0 0 0 1
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> T1:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,y,z,1]]); #x-eksenine 6teleme matrisi

10 00
100
TI:=100 10
3 3
= =
07 2

>ilk matris[Tl’]; X' -ekseni, x-ekseni ile ¢akisana kadar blogu X=0diizlemine paralel
olarak oteler. Ikinci matris[RX]; x-ekseni etrafinda gereken donmeyi gerceklestirir ve

iiciincii matris [Tr]fl; X' -eksenine ételer ve boylece dondiiriilen blogu ilk konumuna geri

dondiiriir. Bu ii¢ matrisi birlestirirsek;

> matrix(T)*matrix(R)*matrix(T1)=multiply(T,R,T1);

1 0 0 0 Lo 0 0 1 0 0

! 0 008660 05 0 b0

0 ! 0 —0.5 0.8660 0 0 1

3 3 3 3

0 > 5 L{Jo 0 0 110 > 3 1

1. 0. 0. 0.
|0 0.8660 0.5 0.
0. —0.5 0.8660 0.
0. 0.9510000000 —0.549000000 1.

> TD:=matrix([[1,0,0,0],[0,0.866,0.5,0],[0,-0.5,0.866,0],[0,0.951,-0.549,1]]);

1 0 0 0

0086 05 0
D =

0 —05 0866 0

0 0.951 —0.549 1

> matrix(X)*matrix(TD)=multiply(X, TD);

> #Birlestirilmis matris

> restart:

> R1:=matrix([[1,0,0,0],[0,cos(theta),sin(theta),0],[0,-sin(theta),cos(theta),0],[0,0,0,1]]);

1121 1 0.817 1.683 1
2121 2 0.817 1.683 1
2221 1 0 0 0 2 1.683 2.183 1
1221 0 0.866 0.5 0 1 1.683 2.183 1
1111 0 —0.5 0866 O 1 1.317 0.817 1
2111 0 0.951 —0.549 1 2 1.317 0.817 1
2211 2 2.183 1.317 1
1211 1 2,183 1.317 1
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R] =

> T2:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,01,[0,-y,-z,1]]);

10 00
01 00O
00 10
0 -y -z1

T2 =

> T3:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0.y,z,1]]);

1000
0100
T3 =
0010
Oyz1
> with(linalg):

> matrix(T2)*matrix(R1)*matrix(T3)=multiply(T2,R1,T3);

1o ooffl O 0 O0jl1000
01 0 0|0 cos(B) sin(6) 0|[0100
00 1 0ff0 -sin(6) cos(8) 0[{0010
0-y-z1]|o 0 0 1110y z1

1 0 0 0

0 cos(0) sin(0) 0

B 0 -sin(0) cos(0) 0

0 -ycos(0) +zsin(0) +y -ysin(6) —zcos(6) +z 1

Onceki 6rnekte sadece koordinat eksenlerinden birine paralel tek bir eksen etrafinda
donme gerekliydi. Bu nedenle, donme ekseninin sadece karsilik gelen koordinat eksenine denk
gelmesi gerekiyordu. Kiiresel eksen sistemine paralel bir yerel eksen sisteminde birden fazla
donme gerekiyorsa, yerel eksen sisteminin orijini kiiresel eksen sistemininkiyle ¢akismalidir.
Ozellikle, donmeler asagidaki prosediirle gergeklestirilir [6]:

1-Kiiresel koordinat sistemi ile gakigsmasi igin yerel eksen sisteminin orijini 6telenir.

2-Gerekli donmeler gergeklestirilir.

3-Yerel eksen sistemi tekrar orijinal konumuna Gtelenir.

Asagidaki 6rnek bu prosediirii gdstermektedir.
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Sekil 3.27. Koordinat eksenlerinden birine paralel bir eksen etrafinda donme

Ornek 3.2.8.2. Coklu Bagil Dénmeler

Sekil 3.27a'da gosterilen ii¢ boyutlu blok gbéz 6niinde bulundurulsun. Blogu y’-ekseni

etrafinda ¢ =—45°"lik dondiirmek, ardindan X' -ekseni etrafinda @ =+30°’lik dondiirmek igin;
x'y'z" -ekseni sisteminin orijini ile xyz -ekseni sisteminin orijini ¢akismalidir, yapilan donmeler
ve daha sonra geri Oteleme sonucu orijinal konum elde edilmelidir. Burada birlestirilmis

doniisiim
[X1=[X]T1=[X] )R [RA[Tr]”

olur. Ozellikle,

1 0 O O]|cosg O —sing O
(r]- 0 1 0O O 0 1 0 0 y

0 0 1 O||sing O cos¢g O

X, -y, -z, 1 0O O 0 1
1 0 0 o1 0 O O
0O cos# sing OO0 1 O O
0O —-sin@ cosé OO0 O 1 O
0 0 0 1%, vy z 1

¢ ve 6 agilar sirasiyla y'- ve X' -eksenleri etrafindaki donme agisin1 temsil eder [6].
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Bu matrisleri birlestirirsek,

COS ¢ 0
0 cosé
sin ¢ —Ccos¢siné

7] X, (1—cos@) —xsingsing
-z,sing  +y,(1-cosb)

+2,C08¢SiN6  +2,

—singcosé
sind
cos¢cosé
X, singcos @
-y, siné@
(1-cosgcosd)

elde edilir. Daha sonra doniistiiriilmiis konum vektorleri

M1 1 2 1]
21 2 1
2 2 2 1|[0.707 -0.354 0.612 0
(X 1 2 21 0 0.866 05 O
1 1 1 1| -0.707 -0354 0612 O
21 1 1 0 1262 -1.087 1
2 211
1 2 1 1]
[0.793 1.067 125 1]
1.5 0.713 1.862 1
1.5 1579 2362 1
4 0793 1933 1.75 1
[x1= 1.5 1.421 0.638 1
2.207 1.067 125 1
2207 1933 175 1
| 1.5 2287 1.138 1]

olarak hesaplanir. Sonug, Sekil 3.28.'de gosterilmektedir.

Sekil 3.28. Yerel eksen sistemi etrafinda ¢oklu donmeler
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3.2.9. Uzaydaki Keyfi Bir Eksen Etrafinda Donme

Uzayda rastgele bir eksen etrafindaki genel dénme durumu robotik, animasyon ve
simiilasyon alanlarda oldukca yaygin bir bicimde kullanilir. Uzayda rastgele bir eksen etrafinda
donme, bir koordinat ekseni etrafinda otelemeler ve basit donmeler kullanilarak bir prosediirle
gerceklestirilir. Bir koordinat ekseni etrafinda donme teknigi bilindigi igin, temel prosediirel

fikir, yani istege bagli donme ekseni, koordinat eksenlerinden biri ile ¢akisir [2,3].

(Xg» Yo Zo ) noktasinin, (c c..C )dogrultman kosiniisleri ile uzayda keyfi bir eksen

o Cys Gy
etrafinda dondiirtildiiglinii varsayalim. Bu eksen etrafinda bir o ac¢is1 kadar donme, asagidaki
algoritma kullanilarak gergeklestirilir:

1- Oteleme sonucunda (X, Yo, Z, ) noktast koordinat sisteminin orijininde olsun.

2- Donme eksenini, Z -ekseni ile cakisir yapmak i¢in uygun déonmeleri gergeklestirelim.

3- Z-ekseni etrafinda  agis1 kadar dondiirelim.

4- Birlestirilmis donme doniisiimiiniin tersini yapalim.

5- Otelemenin tersini yapalim.
Genel olarak, baslangi¢c noktasindan gegen ve koordinat eksenlerinden biriyle ¢akisan rastgele
bir eksen olusturmak, diger iki koordinat ekseni etrafinda art arda iki donme gerektirir. Istege

bagli donme eksenini Z-ekseni ile ¢cakisan hale getirmek i¢in 6nce X -ekseni ve sonra y -ekseni

etrafinda dondiirelim. Istege bagli a donme agisini belirlemek igin, X -ekseni, Xz -diizlemine

yerlestirmek icin kullanilan eksenler etrafinda, 6nce birim vektorii Sekil 3.29a'da gosterilen yz -
diizlemi boyunca yansitalim. Vektorlerin keyfi eksen boyunca dogrultman kosintisleri ¢, vec,

olsun. Sekil 3.29a'dan;

_ 2 2
d —«/cy +C, (3.63)

COSOL—C—Z sinoc—c—y
T d d (3.64)

elde edilir. x -ekseni etrafinda xz -diizleminde dondiikten sonra, birim vektoriin Z bileseni d ve
X bileseni C,, Sekil 3.29b'de gosterilen X yonii de kosiniis yoniidiir. Birim vektoriin uzunlugu
1'dir. Dolayisiyla, y -ekseni ile rastgele bir ekseni meydana getirmek icin gercken z -ekseni

etrafinda donme agis1 f ise
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cosB—d—C—y sinf=c o (3.65)
d *d '

olur. O zaman birlestirilmis doniisiim matrisi
[M]=[T][Rx][RY][Rs][RY]_l[Rx]_l[T]_l (3.66)

olur. Gerekli 6teleme matrisi oldugundan

1 0 0O O
(- 0O 1 0 O (3.67)
0 0 1 O
X Yo —Z 1
X -ekseni etrafinda donme i¢in doniisiim matrisi
1 0 0O O 1 0 0 O
. 0 cosa sina O _|0 c,/d c,/d 0 (3.68)
* |0 —sino cosa 0| (0 —c,/d c,/d O
0 0 0 1 0 0 0o 1
olur [6].
\\/\/\73 e’
d/// 4 | 7
P 11’ I P(C:. 0, d)/ 5
/ SN ] T
o d
X \\\\\ \\ ‘ { ‘
\\\\::\L//(_.

(a) & (b)

Sekil 3.29. OP Birim vektoriinii Z -ekseniyle ¢akistiracak donmeler. (a) X etrafinda donme; (b)

y etrafinda donme.
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ve y -ekseni etrafinda dondiirme ile

cos($) 0 —sin(-p) O d 0¢c O

R - 0o 1 0 0/ [0 100 (3.69)
*1 Isin(-B) 0 cos(-B) Of |-¢, 0 d O
0 0 0 1 0 0 0 1

elde edilir. Son olarak, keyfi bir eksen etrafindaki donme, Z -ekseni etrafindaki donme matrisi

ile

[ cosd sind 0 O]

b -sind cosd 0 O

10 0 10 (3.70)
0 0 0 1]

olarak verilir [4,6]. [RZ ]ve [RJ Donme matrisleri denklem (3.63), (3.65) ile (3.66) arasinda ve

bir karekok hesaplamasi ile elde edilir. Birinci durumda keyfi eksenle gelistirilse de bu sonuglar
tiim durumlara uygulanabilir. Eger keyfi eksenin dogrultu kosiniisleri bilinmiyorsa, (X, Y;,z)

vektorii birinci noktadan ikinci noktaya normallestirilerek, eksen {izerinde ikinci bir nokta

alinarak elde edilir. Ozellikle, eksen boyunca gelen vektdr (X, Yo, 2, )ile (X ¥1,2,),

[V]:[(Xi_xo) (yl_VO) (21_20)]

ile elde edilir. Normallestirilmis, dogrultman kosiniislerini

e, ¢, c]= UM—%)(M—%)(A—%ﬂl
[(Xi—xo)z+(y1—y0)2+(zl—zo)‘°']E

(3.71)

ile verilir [6]. Bir 6rnek prosediirii tam olarak gostermektedir.
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Ornek 3.2.9.1. Keyfi Bir Eksen Etrafinda Dénme

> #Bir kosesi ¢cikartilmus kiipii diisiinelim. Koseler icin konum vektorleri;
>X:=matrix([[2,1,2,1],[3,1,2,1],[3,1.5,2,1],[2.5,2,2,1],[2,2,2,1],[2,1,1,1],[3,1,1,1],[3,2,1,1],[2,2,1
11,[3,2,1.5,1]]);

2 1 2 1]
301 2 1
315 2 1
252 21
po |22 20
2 1 11
301 11
32 11
2 2 11
32 151

Kiip, F noktasindan ve capraz olarak karsit koseden gecen bir yerel eksen tarafindan —45°
dondiiriilmelidir. Eksen kars1 kdseye yonlendirilir ve F kosesi yiizilinilin ortasindan geger.
[k &nce, dénme ekseninin dogrultman kosiniislerini belirleyelim. CDJ iiggeninin kestigi

kose ayn1 zamanda eksenin {izerinde, denklem (3.71)’de;

> with(linalg):
> y:=matrix([[3-2,2-1,2-1]]);
y=[111]
> matrix([[1,1,1]])/sqrt((3-2)"2+(2-1)"2+(2-1)"2);
[111]V3

3
> d:=sqrt((1/sqrt(3))"2+(1/sqrt(3))"2);
s T

3
> alpha:=convert(cos([1/sqrt(3)]/sqrt(2/3))(-1),degrees);
180 degrees

L
2

> convert(1/sqrt(2),degrees);

o =
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902 degrees
i

> alpha:=45*degrees;
o = 45 degrees

> convert(2/sqrt(6),degrees);

60 \/F degrees
i

> beta:=35.26*degrees;
B := 35.26 degrees
> #0Oteleme matrisi:

> T1:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[-2,-1,-1,1]]);

I 0 00

0 1 00
Tl ==

0 0 1 0

-2 -1 —11

>Rx:=matrix([[1,0,0,0],[0,cos(Pi/4),sin(Pi/4),0],[0,-sin(Pi/4),cos(Pi/4),0],[0,0,0,1]]); #x-

eksenine gore donme matrisi

(10 0 0]
o Y2 V2
2 2
Rx =
o JZ AT
2 2
0 0 0 1]

>Ry:=matrix([[2/sqrt(6),0,1/sqrt(3),0],[0,1,0,0],[-1/sqrt(3),0,2/sqrt(6),0],[0,0,0,1]1);#y-
eksenine gore donme matrisi
RECEE

3 0750
0 1 0 0
NERPTS
3 0750
0 0 0 1]

Ry :

[R, ]_l,[RY ]_l ve [T ]_1 sirastyla denklem (3.22) ile (3.24) i¢inde —or,—B Ve (X,, Y, Z ) Yerine o, B
ve (—Xg,—Yo.—Z,) koyarak elde edilir. [T][R,][R,] birlestirilirse,

> #Birlestirilmis doniisiim:

> with(linalg):
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> matrix(T1)*matrix(Rx)*matrix(Ry)=multiply(T1,Rx,Ry);

1 0 o ol |
L0 Lo
o Y2 V2
0 1 00 2 2 0 1 0 0
0 0 10 J2 J2 J3 . J6
0 - 01| - 0 0
—2 —1 —11 2 2 3 3
0 0 0 1] 0 0 0 1
V6 V3
3 0 3 0
2 /3 J2 J2 /6 0
- 6 2 6
J2 3 2 J2J6
S ME N X 0
6 2 6
2J6  J23 2J3  J2J6
T3 T3 0 T3 773 !

>M:=matrix([[2/sqrt(6),0,1/sqrt(3),0],[-1/sqrt(6),1/sqrt(2),1/sqrt(3),0],[-1/sqrt(6),
1/sqrt(2),1/sqrt(3),0],[-2/sqrt(6),0,-4/sqrt(3),1]1]);

3 3
-— 0 -— 0
3 3
Jo 27 5
6 2 3

M =
Ve 7 3,
6 2 3
JE 43
T T

> matrix(X)*matrix(M)=multiply(X,M);

1 2 1]
1 2 1 \/z 0 \/? 0
3 15 2 1 3 3
252 2 1| J& J2 /3 .
2 2 21 6 2 3
2 1 1 1 J6 J2 I3
- - 0
3 1 1 1 6 2 3
3 2 1 1 6 43
-2 0 - 1
2 2 1 1 3 3
_3 2 1.51_
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6 2 NEN .
6 2 3
J6 2 23 .
6 2 3
0.0833333333/6  -0.2500000000/2 0.8333333333/3 1.
-0.1666666666 6 0. 0.8333333337/3 1.
Je6 23
R 0 - 1
_ 3 3
0 0 0 1
J6 J3
=2 0 N 1
3 3
J6 J2 23 .
6 2 3
_J6 J2 NEN .
6 2 3

0.0833333334/ 6 0.2500000000y/2 0.8333333334/3 1.

> #ara konum vektorleri:
>K:=matrix([[evalf(-sqrt(6)/6,3),evalf(-
sqrt(2)/2,3),evalf(sqrt(3)/3,3),1],[evalf(sqrt(6)/6,3),evalf(-
sqrt(2)/2,3),evalf(2*sqrt(3)/3,3),1],[evalf(0.0833*sqrt(6),3),evalf(-
0.250*sqrt(2),3),evalf(0.833*sqrt(3),3),1],[evalf(-
0.166*sqrt(6),3),0,evalf(0.833*sqrt(3),3),1],[evalf(-
sqrt(6)/3,3),0,evalf(2*sqrt(3)/3,3),1],[0,0,0,0],[evalf(sgrt(6)/3,3),0,evalf(sqrt(3)/3,3),1],[evalf(s
grt(6)/6,3),evalf(sqrt(2)/2,3),evalf(2*sqrt(3)/3,3),1],[evalf(-
sqrt(6)/6,3),evalf(sqrt(2)/2,3),evalf(sqrt(3)/3,3),1],[evalf(0.0833*sqrt(6),3),evalf(0.250*sqrt(2
),3),evalf(0.833*sqrt(3),3),1]]);
—0.409 —0.705 0.576 1
0.409 —0.705 1.15 1
0.204 —0.352 1.44 1
—0.407 0 144 1
—0816 0 115 1
0 0 0 0
0.816 0 0576 1
0.409 0.705 1.15 1
1
1

—0.409 0.705 0.576
0.204 0352 1.44

>S:=matrix([[sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2,0,0],[sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1]]);#z-

eksenine gore donme matrisi
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2

V2 2
2
S::Q QOO
2 2
0 0
0 0

> T2:=inverse(T1);

1000
0100
0010
2111

12 :

> R1:=inverse(RX);

1 0 0 0]
NG
2 2
Rl =
o2 V2
2 2
0 0 0 1|

0

J6

3 3
0 0
NER
=0 = 0
3 3
0 0

R2 =

(=]

1

> matrix(R2)*matrix(R1)*matrix(T2)=multiply(R2,R1,T2);

10 0 0

JEO_J?O 1000
02 _J2

01 0 0 2 2 0100

J3 J6 J2 V2 0010

N2 g X2 oo X= XY=

3 3 2 2 2111

0 0 0 1|0 o 0 1

Il
N‘
NS}
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Bu sonug, tek tek [M]matrisinin bilesen matrislerinin terslerini birlestirerek veya bigimsel

olarak [M ] nin tersini alarak elde edilir. Bu arada, [R, ][R, ] nin saf bir ddnme olduguna dikkat

edelim. [M ]_1 ’in sol iist 3x3 alt matrisi, [M ] ’nin sol @ist 3x3 alt matrisinin transpozudur [6].

>M1:=matrix([[2/sqrt(6),-1/sqrt(6),-1/sqrt(6),0],[0,1/sqrt(2),-
1/sqrt(2),0],[1/sqrt(3),1/sqrt(3),1/sqrt(3),0],[2,1,1,1]]);

V6 V6 s,

3 6 6

J2 V2
MI = 0 2 2 0
33 I3

3 3 3
i 2 1 1 1

> with(linalg):

> matrix(M)*matrix(S)*matrix(M1)=multiply(M,S,M1);

/6 3 r -
L 0 LO \/z \/z \/F
; 3 2 2 00ll 3 6 6
RN I 5 on
6 2 3 E__zoo 0 T—T():H_Z
Je 2 3 2 2 3
6 2 5 Y0 0 10 Jf J? J?o
0 0 01
RV TP NI 2 111
3 3 :
1 Jr Je 1 J2 Je 1
T3 s T3 6+6+30]
J62 i] [m? LJ
[ 12 +2ﬁ+i_ 12 +2ﬁ
3 3’ 6
[6/7 L] (ﬁﬁ L]
+[ 12 2ﬁ+l_ 12 +2ﬁ
2 3’ 6
[ﬁﬁ_L)ﬁ
B 12 2 1
2 37T
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(EE-t) (B4
BE)r |, [BF )
2 37 6
(BE

2 370

>T4:=matrix([[0.805,-0.311,0.506,0],[0.506,0.805,-0.311,0],[-

0.311,0.506,0.805,0],[0.195,0.311,-0.506,1]]);

©0.805 —0.311 0.506 0 ]
0.506 0.805 —0.3110
—0311 0.506 0.805 0
0.195 0311 —0.506 1

T4 :

> matrix(X)*matrix(T4)=multiply(X,T4);

dontistiiriilen nesne Sekil 3.30c'de gosterilmektedir.
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21 21 | 1.689 1.506 1.805 1 |
301 21 2494 1.195 2311 1
3152 1 2.7470 1.5975 2.1555 1.
252 2 1] 0805 —0311 0506 0] |2.5975 2.1555 1.7470 1.
22 2 1| 0506 0805 —03110| | 2195 2311 1494 1
2 1 1 1| —0311 0506 0805 0| | 2.000 1.000 1.000 1
301 1 1] 0195 0311 —0.506 1 2.805 0.689 1.506 1
32 1 1] 3311 1494 1195 1
2 02 11 2506 1.805 0.689 1
302151 3.1555 1.7470 1.5975 1.
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Sekil 3.30. Keyfi bir eksen etrafinda donme

3.2.10. Keyfi Bir Diizlem Boyunca Yansima

(3.56), (3.57) ve (3.58) denklemlerinde verilen doniisiimler sirasiylax=0,y=0,z=0
koordinat diizlemlerinde yansimalara neden olur. Genellikle bir nesneyi bunlardan birinden
baska bir diizlem boyunca yansitmak gerektiginde daha 6nceden verilen yansima yontemleri
gecerli olmaz. Keyfi bir diizleme gore yansima doniisiimii, daha Once tanimlanmis basit
dontistimleri i¢eren

1- Yansima diizlemindeki bilinen P noktasini koordinat sisteminin orijinine 6teleyelim.

2- Normal vektorii, +2 -ekseni ile cakisana kadar orijin etrafinda yansima diizlemine

dondiirelim (bakiniz Bolim 3.2.9, denklem 3.68 ve 3.69); bu yansima diizleminiz =0

koordinat diizlemi yapar.
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3- Ayrica yukaridaki dontisiimleri nesneye uyguladiktan sonra, nesneyiz=0 koordinat
diizlemi boyunca yansitalim.

4- [stenen sonucu elde etmek i¢in yukarida verilenlere ters doniisiimleri yapalim.

algoritmas1 kullanilarak gergeklestirilebilir [6]. O zaman genel yansima doniisiimii

[MI=[TIRIIRJIRAL IR TR I[T]

olur. Burada [T],[R,].[R/] matrisleri sirasiyla (3.67), (3.68) ve (3.69) denklemlerinde
verilmistir. Yansima diizlemindeki P noktasinin bilesenleri (X,, Y,,2,) =(P,, R, P,); ve normalin

yansima diizleminde olan dogrultman kosintisleri (C c,,C )dir [6,7].

X2 Yy’ ¥z

Ornek 3.2.10.1. Keyfi Bir Diizlem Boyunca Yansima

> #Bir kosesi ¢ikartilmis kiipii diisiinelim. Kiipii CDJ iicgenini iceren diizlem boyunca

yansitalim.
> with(linalg):
> T1:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[-3,-3/2,-2,1]]);
10 00
0 1 00
TI=| 0 0 1 0
3
-3 ) -2 1

> #CJ ve CD vektorlerinin karma ¢arpimi sonucu ve 6telemeden once
> n:=([J-[C])*([DI-[CD);
n=[-C+J][-C+D]
> CJ:=[(3-3),(2-1.5),(1.5-2)];
CJ:=[0,0.5, —0.5]
> CD:=[(2.5-3),(2-1.5),(2-2)];
CD = [—0.5,0.5,0]
> K:=crossprod(CJ,CD);
K=1{025025 025 |
> u:=[0.25,0.25,0.25];
u = [0.25,0.25,0.25]
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> u/norm(u,2);

[0.5773502692, 0.5773502692, 0.5773502692]
> d:=sqrt((1/sqrt(3))"2+(1/sqrt(3))"2);

g O

3

> #z-ekseni ile c'yi cakistirmak icin donme matrisleri:

> alpha:=cos([1/sqrt(3)]/sqrt(2/3))(-1);

B

> alpha:=convert(cos([1/sqrt(3)]/sqrt(2/3))™(-1),degrees);

o =

_ 180 degrees
Sre
cos| ——— |

> convert(1/sqrt(2),degrees);

90 \/7 degrees
i

> alpha:=45*degrees;
o = 45 degrees
> convert(2/sqrt(6),degrees);

606 degrees
T

> beta:=35.26*degrees;
B :== 35.26 degrees
>Rx:=matrix([[1,0,0,0],[0,cos(Pi/4),sin(Pi/4),0],[0,-sin(Pi/4),cos(Pi/4),0],[0,0,0,1]]); #x-

eksenine gore donme matrisi

1 0 0 0]
J2 J2
0 Y= Y=
2 2
Rx::
o JZ AT
2 2
0 0 0 1]

>Ry:=matrix([[2/sqrt(6),0,1/sqrt(3),0],[0,1,0,0],[-1/sqrt(3),0,2/sqrt(6),0],[0,0,0,1]]);#y-

eksenine gore donme matrisi
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Ry :

[RIVIR

ow‘&‘ow

]—1

5

0

1

0

0

e [T] matrisleri —a,— ve [%, Y, 2z]=[C]’yi denklem (3.67), (3.68) ve

NERN
3
0 0
J6

3
0

1

(3.69)’da yerine koyularak elde edilir.

[T][R]ve

> #Birlestirilmis dontisiim:

> matrix(T1)*matrix(Rx)*matrix(Ry)=multiply(T1,Rx,Ry);

[R, ]birlestirildiginde;

10 0 0
0 0 Jo i3
0 ollo X2 42 o 3 3
2 2 0 1 0 0
10

. o VT VT || E e,
—3—?—21 2 2 3 3
0 0 0 1 0 0 0 1

Vo V3
3 0 3 0
J2/3 V2 JaJe

B 6 6
23 2 J2 /6 0

6 2 6
_54_7\/?25%47_@1

>M:=matrix([[2/sqrt(6),0,1/sqrt(3),0],[-1/sqrt(6),1/sqrt(2),1/sqrt(3),0],[-1/sqrt(6),-
1/sqrt(2),1/sqrt(3),0],[-5/2*sqrt(6),1/2*sqrt(2),-13/2*sqrt(3),1]]);

>X::matrixt[[2,1,2,1],[3,1,2,1],[3,1.5,2,i],[2.5,2,2,1],[2,2,2,1],[2,1,1,1],[3,1,1,1],[3,2,1,1],[2,2,1

,11,03,2,1.5,1]]);

Je o, A5
3 3
Je 2 B
6 2 3
NS G T
6 2 3

sve Y2 133
2 2 2
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2 1 2 1|
301 2 1
3 15 2 1
25 2 2 1
|22 21
2 1 1 1
301 1 1
3 02 1 1
2 2 1 1
3 2 151
> with(linalg):

> matrix(X)*matrix(M)=multiply(X,M);

2 1 21
301 21
Jo o, J3 o,
315 2 1 3 3
25 2 21 J6  JZ J3 0
2 2 21 6 2 3
2 1 1 1 J6  J2  J3
- - 0
301 1 1 6 2 3
32 1 1| s5/6 2 _13\/?1
2 2 11 2 2 2
3 2 151
7J6 293
- 0 - 1
3 6
-2J6 0 —9f 1
-2.083333333/6 0.250000000 /2 -4.333333333,/3 1.
-2.333333333/6 g -4.333333333/3 1.
56 J2 93 .
- 2 2 2
136 J2 313 .
6 2 6
_11J/6 J2 293 |
6 2 6
2 JE el 79f |
_7J3? e _29%/? |

-2.083333333/ 6 0.7500000000/2 -4.333333333,/3 1.

> #ara konum vektorleri:
>R:=matrix([[evalf(-7*sqrt(6)/3,3),0,evalf(-29*sqrt(3)/6,3),1],[evalf(-2*sqrt(6),3),0,evalf(-
9*sqrt(3)/2,3),1],[evalf(-2.083*sqrt(6),3),evalf(0.250*sqrt(2),3),evalf(-
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4.33*sqrt(3),3),1],[evalf(-2.33*sqrt(6),3),evalf(sqrt(2)/2,3),evalf(-4.33*sqrt(3),3),1],[evalf(-
5*sqrt(6)/2,3),evalf(sqrt(2)/2,3),evalf(-9*sqrt(3)/2,3),1],[evalf(-
13*sqrt(6)/6,3),evalf(sqrt(2)/2,3),evalf(-31*sqrt(3)/6,3),1],[evalf(-
11*sqrt(6)/6,3),evalf(sqrt(2)/2,3),evalf(-29*sqrt(3)/6,3),1],[evalf(-
2*sqrt(6),3),evalf(sqrt(2),3),evalf(-9*sqrt(3)/2,3),1],[evalf(-
7*sqrt(6)/3,3),evalf(sqrt(2),3),evalf(-29*sqrt(3)/6,3),1],[evalf(-
2.0833*sqrt(6),3),evalf(0.750*sqrt(2),3),evalf(-4.333*sqrt(3),3),1]]);

[ =571 0
—490 0

—8.36
—7.78

—5.10
—5.71
—6.12
—5.32
—4.48
—4.90
—5.71

—5.10

0.352
0.705
0.705
0.705
0.705

—7.49
—7.49
—7.78
—8.94
—8.36

1.41 —=7.78
1.41 —8.36
1.06 —7.49

— e ek e e e e ek e e

> Rflt:=matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,-1,0],[0,0,0,1]]);#z=0 diizlemi boyunca yansima

10 0 O
01 0 O
00 —10
00 0 1

Rflt =

> T2:=inverse(T1);
00]
00

10

1
0
T2 =10

Nl o = o

3

> R1:=inverse(RX);

1 0 0 0]
JJZ AT,
2 2
Rl =
o2 V2
2 2
0 0 0 1

> R2:=inverse(Ry);
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6  J3
3 05 0
0
R2
3
0

W

JG
10 0
J3
3

0 0 1

dondistiiriilen nesneyi uzayda "orijinal" konumuna getirmek i¢in,

> matrix(R2)*matrix(R1)*matrix(T2)=multiply(R2,R1,T2);

11 o 0 0], .
Eo—ﬁo 1000
> ° OQ—QO 1 00
0 1 0 0 2 2

0010
J3 o, 6 ol Y2 Y2, ;
3 3 2 2 3521
0 0 0 11]lo o o 1"

Ve 2ys 33
3 6 6
o A2 2y
& EE e
3 6 6
3 % 2 1

>M1:=matrix([[2/sqrt(6),-1/sqrt(6),-1/sqrt(6),0],[0,1/sqrt(2),-
1/sqrt(2),0],[1/sqrt(3),1/sqrt(3),1/sqrt(3),0],[3,3/2,2,1]]);

Vo 6 JE
3 6 6
Ml =
NENEE NN
3 3 3
3
3 7 2 1
> with(linalg):

> matrix(M)*matrix(Rflt)*matrix(M1)=multiply(M,Rflt,M1);
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T4 :

&, A5
3 3
J6  J2 J3
6 2 3
J6  J2 3
6 2 3
sy6 2 133
2 2 2
1 2 2 |
5 3 30
2 1 2
|3 3 30
2 2 1
3 3 30
9 21
> 1S

0

10 0 O
0 01 0 O

00 —10
0

00 0 1
1

> matrix(X)*matrix(T4)=multiply(X,T4);

W D W W NN

—_— = = = N NN NN

—_
(9]

VGG GHG H G G

1 .2
3003
2 1
303
2 2
3003
9

- 1

19

6

7

2
2
3

5

2 —

-— 0 2
3

= 23

l —_—

— 0 6
3

5

21 —

— 1

) 6

7

2

19

6
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J6 J6 6
3 6 6
0o 2 Y2
2 2
3 3 3
3 3 3
3
32 2

29

3

(=]

(=)

(=]

55
6
17
2

17
2
53
6
49
6
15
2
49
6

1

; 3.166666667 8.166666667 8.166666667 1.
0 2.666666667 8.666666667 8.166666667 1.

1

1

3.166666667 8.666666667 7.666666667 1.




elde edilir. Doniistiiriilen nesne Sekil 3.31c'de gosterilmektedir.

(&)

©

Sekil 3.31. Keyfi bir diizleme gore yansima

3.2.10.1. Orijinden Ge¢meyen Bir Diizleme Gore Yansima

Teorem 3.2.10.1.1. R® uzayinda verilen P:(X, y,Z)noktasmln, R® uzaymm bir alt uzay:

olmayan Ax+ By +Cz = D diizlemine gore yansimasini (simetrigini) veren doniisiimiin matrisi:

X(A®+B®+C?)-2A(Ax+By+Cz-D)
e y(A®+B*+C?)-2B(Ax+By+Cz-D)
z(A2+B2 +C2)—2C(Ax+By+Cz—D)

Sim, (X' y) =
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bigiminde tanimlanan lineer olmayan bir doniistimdiir. Bu doniisiimii,
Sim, 1 R*x {1} - R*x {1}

seklinde lineer bir doniisiim olarak ifade edebiliriz. Buna gore doniisiim matrisini

~-A’+B*+C? —2AB —2AC 2AD

_ 1 —2AB A’ -B*+C*? —-2BC 2BD

A* +B? +C? —2AB —2BC A?+B?-C? 2CD
0 0 0 A2 + B2 +C2 (3.72)

bi¢iminde ifade edebiliriz [12] .
Ornek 3.2.10.1.1. Orijinden Ge¢meyen Diizleme Gore Yansima
R® uzayinda verilen L(3,4,2)noktasmnin, 2x+y+z =4 diizlemine gore simetrigi olan noktay1

bulalim.

2X+ Y +z =0diizlemine gore simetri doniistimii, yukaridaki yansima doniisiimii yardimiyla

3 —32 447 4+ 2° -2.34 -2.4.2 2.3.1 3

- 4 _ 1 -2.3.4 32— 4% 4+ 22 -2.4.2 2.4.1 4
2| 3F+4742° -2.3.2 -2.4.2 37447 - 2? 2.2.1 2

1 0 0 0 3442427 |1
11 24 -16 6 | [ -89 |

11 -24 -16 6 (|3 29 29 29 29 3 29

_1(-24 3 —1684__2—2;;—3_2—1;2%4_%?

29| -12 -16 21 4 ||2 12 16 21 4 2 &4

0 0 0 291 29 29 29 29 1 o9
| 0 0 0 1 1

olarak bulunur. YaniL(3,4,2) noktasinin, 2x+Yy+2z=4 diizlemine gore simetrigi olan nokta

L3 2108 254 1 de edilir.
29" 29 ' 29
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l—-—l

l_—4
-3
& L2y
) _F—;’,*
_T‘V/' o n-'ll'_'":l—'3
3 2 1 -3 =
X.x* 7
-3

>

Sekil 3.32. Orijinden ge¢meyen diizleme gore yansima
3.3. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Doniisiimler ve MAPLE Uygulamalari

Tezin bu boliimiinde, {i¢ boyutlu uzaydaki yerel dlgeklendirme, genel Olgeklendirme,
meyillenme, yansima, donme, 6teleme ve ¢oklu doniisiimler uygulamalari; materyal ve yontem
kisminda temel kavramlarini verdigimiz Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinin ozelliklerini
kullanarak, Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinin Oklid 3-uzaymndaki doéniisiim matrisleri

hesaplandi. Her doniistim ile ilgili 6rnek verilerek, sekillerin Maple programinda ¢izimi yapildu.

3.3.1. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Ol¢eklendirme

Ii'n3T = [Fn I:n+1 F

n+2

], Fibonacci 3-vektoriine yerel olgeklendirme doniisiimiinii; denklem

(3.47) uygulanirsa

(3.73)

O O @ O
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a 000
0 e 00

CT[T]l=[L L., L 1

|:n:|[] [n n+1 n+2 ]0 0 J 0 (374)
0001

el jLn+2 1]=|:Ln* Ln+l* Ln+2* 1}

Yerel 6l¢eklendirme etkisini sonucu elde edilir. Bir 6rnek ile doniisiimii uygulayalim.

Ornek 3.3.1.1. Fibonacci 3-vektériinde 6l¢eklendirme

Homojen konum vektorleri F¥ =[F, F, F, 1]=[1 1 2 1]olarak bilinen F¥

Fibonacci 3-vektoriiniin sirasiyla x,y,z eksenleri boyunca 2,2,3 olgek faktorleri ile yerel

Ol¢eklendirme doniisimii

—
.
I
O O o N
o O N O
o w O o
R O O O

olmak tizere bu doniisim, denklem (3.73) kullanilarak; IffT Fibonacci  3-vektoriine

uygulandiginda

(T =[AT]iTl=k 1 2 4

=[2 2 6 1]

O w O O
O O O

O O o N
O O N O

sonucu elde edilir. Ayni dontisiim, denklem (3.74) kullanilarak;

'=[L L L 1]=[1 3 4 1] vektoriine uygulanirsa
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[C"=[CT]=[r 3 4 1] —[2 6 12 1]

o O o N
o O N O
o w O o
= O O O

F* ve L* Fibonacci ve Lucas 3-vektérlerinim yerel dlgeklendirme sonucu olusan konum

vektorleri ¥ =[2 2 6 1]Jve C" =[2 6 12 1]'dir ve asagidaki sekilde gosterilmistir.

y.y* 3+

MO 0& I gy

- 5 8 o
6 5 zz* xx* 2 12 10 2% x.x*

Sekil 3.33. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinde 6lgeklendirme

Ornek 3.3.1.2. Fibonacci 3-Vektoriinde Genel Ol¢eklendirme

Iff‘T Fibonacci 3-vektoriiniin ii¢ katina esit biiyiikliigiinde 6lgeklendirilmesi (boyutun ii¢

katina ¢ikmasi)

O O+ O
o , O O
w O O o

denklem (3.48)’den doniisiimii ile yapulir. IffT Fibonacci 3-vektoriine bu doniisiim uygulandiginda
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1000
T re 1
B[R ml-l 1 2 1] 8 . 2 8:[1 12 3
000 3

homojen konum vektorii elde edilir. Doniistiiriilmiis konum vektdrlerinin her biri i¢in homojen
koordinat faktoriinin h=3 olduguna dikkat edelim. Bu nedenle, siradan fiziksel koordinatlari

elde etmek i¢in her konum vektoriiniin h’a bolinmesi gerekir.

Sonug [Ifl‘ﬁ'] =[1/3 /3 2/3 1] olarak elde edilir ve asagidaki sekilde gosterilmistir.

Sekil 3.34. Fibonacci 3-vektoriinde genel 6l¢eklendirme

3.3.2. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Meyillenme

Fr =[Fn F.4 Fn+2], Fibonacci 3-vektoriiniin  meyillenme doniisiimii  denklem
(3.49)’dan ,
1 b c O
- d 1 f O
3T _
[Fn ][T]_[Fn I:n+1 Fn+2 1] g | 1 O
0 001

=[F, +dF,,+QF,, bF, +F +F,, 1] (3.75)

n+l n+l

+iF,,, CcF +fF

n+l
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olarak elde edilir.

I:ST :[Ln L., LM], Lucas 3-vektoriine meyillenme doniisiimii uygulayanirsa,

1 b c O
d 1 f 0
BT =
I:LHT:“:T]_[Ln I-n+1 Ln+2 1] 9 i 1 0
0001
=[L, +dL,., +oL,., bL, +L.,+iL,, cL, +fL. +L,., 1] (3.76)

olarak elde edilir.

Ornek 3.3.2.1. Fibonacci ve Lucas 3-Vektérlerinde Meyillenme

F*" Fibonacci 3-vektoriine meyillenme doniisiimiinii uygulandiginda;

1 075 025 O
[T] _ 025 1 08 O
05 075 1 O
0 0 0 1

elde edilir. Denklem (3.75)’den ve

1 075 0.25

L e 025 1 08
[FlgT}:[FlST][T]:[l 121 05 075 1

0 0 0
=[2.75 3.25 3.05 1]

= O O O

Aym déniisim C'=[L, L, L 1]=[1 3 4 1] denklem (3.76) kullamlarak vektdriine

uygulanirsa;
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1 075 0.25

0

: 025 1 08 O
[Grl=[Em=i 3 4 0100 o7 7 o
1

o 0 0
=[3.75 6.75 6.65 1]

Sonuglar; | K7 |=[2.75 325 305 1] ve [ |=[375 675 665 1]asaidaki sekilde

gosterilmistir.

6 ;I?S- E:

5 1

4
yyt ]

3_

Fe

2

1

R R

2 3

5432[ xx*

Sekil 3.35. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinde meyillenme

3.3.3. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Donme

EiTz[Fn F.. F..]. Fibonacci 3-vektériine ve —L’sz[Ln L., Ly.]Lucas 3-

vektoriine X -ekseni etrafinda @ agisiyla donme doniisiimii Denk(3.50)’den uygulandiginda;

1 0 0 O
[T]= 0 cosd singd O
0 —sin@d cosé O
0 0 0 1

olur ve
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1 0 0 O
- 0 cosfé sing O
FT([T]=[F, F
[” ][] [F R R ]0 —sind cosd 0
0 0 0 1
=[F, F,.cos6-F,,sind@ F, sind+F_,cosd 1] (3.77)
ve
1 0 0 O
0 cosf# singd O
[l__'i'r } [T ] = [Ln I‘n+1 I‘n+2 ] -
0 —sing@ cosd O (3.78)
0 0 0 1
=[L, L,.c0860-L,,sin@ L, sind+L, ,cos6 1]
elde edilir.

Benzer bir sekilde, Z-ekseni etrafinda bir W acisiyla donme denklem (3.51) igin

doniisiim matrisi;

cos¥ sin®¥ 0 O
[T]: —-sin¥ cos¥ 0 O
0 0 10
0 0 01

olur ve

cosW sin¥ 0 O
- —sin¥ cos¥ 0 O
FTI[T]=[F, F. F. 1
': n }[ ] [ n n+l n+2 ] O 0 1 O
0 0 01
=[F,cos¥+F sin¥ —Fsin¥Y+F_cos¥ F,, 1] (3.79)

ve
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cos¥ sin¥ 0 O
—-sin¥ cos¥ 0 O
CTTl=fL. L, L., 1
': n ][ ] [ n n+1 n+2 ] 0 O 1 0
0 0 0 1
=[L,cosW¥+L,,sin¥ —L sinW+L cos¥ L., 1] (3.80)

elde edilir.

y -ekseni etrafinda bir ¢ agisiyla donme i¢in, doniisiim matrisi denklem (3.52)’den;

cosg 0 -sing O

T]- 0 1 0 0
sing 0 cosg O

0 0 0 1

olur ve

cosg 0 —sing O
= 0 1 0 0
I:FnsT][T]:[Fn I:n+1 I:n+2 1] .
sing 0 cosg O
0 0 0 1
=[F,cos¢+F,,sing F,, —Fsing+F ,cosg 1] (3.81)
ve
cosg 0 -—sing O
0 1 0 0
|:I__?‘T:|[T]=[Ln I‘n+l I—n+2 1] .
sing 0 cosg O
0 0 0 1
=[L,cosg+L,,sing L, -—L,sing+L,,cos¢ 1] (3.82)
elde edilir.
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Ornek 3.3.3.1. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorleride Donme

[F] konum vektoriF" =[F, F, F, 1]=[1 2 3 1] olarak elde edilir. FJ"

Fibonacci 3-vektoriine y -ekseni etrafinda ¢ =90° agisiyla donme uyguladigimizda

O O+ O
o O
=, O O O

déniisiimii elde edilir. F " Fibonacci 3-vektoriine doniisiimiin uygulanmas ile

00 -10
[ﬁ;ﬂ}:[ﬁzﬂ]ﬁ]:[l 2 3 1](1) (1) 8 8
0 0 1

=[3 2 -1 1]

elde edilir.

Aym dénisim B’ =[L, L, L, 1]=[3 4 7 1]vektoriine denklem (3.82) kullanilarak,

uygulanirsa;
0 0 -1 0
- . 01 0 O
B |=[ErI=[3 4 7 1] P
0 0 0 1

:[7 4 -3 1]

Yeni konum vektorleri [IEZ?’T*]=[3 2 -1 1] ve[l?f}=[7 4 -3 1] asagidaki sekilde

gosterilmistir.
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Sekil 3.36. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinde donme

3.3.4. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Yansima

Ifn3T = [ I:n I:r1+1 F

n+2

], Fibonacci 3-vektorine ve L' =[L, L, L,,]Lucas 3-

vektoriine yansima doniigiimlerini uygulayalim;

Boylece, Xy diizlemi boyunca bir yansima i¢in doniisiim matrisi, denklem (3.58) kullanilarak;

10 0 0
01 0 0
[TX}:OO—lo
00 0 1

dir. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinin Xy diizlemi boyunca yansimasi,

10 0 O
—— 01 00
[ I:n } [T ] - [ I:n I:n+l I:n+2 1] 0 0 -1 0
00 0 1
= [Fn I:n+1 _Fn+2 1] (383)

ve
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10 0 O
- 01 0 0
L |[T]=[L. L L 1
': n :I[ ] [ n n+1 n+2 ] 0 O _1 0
00 0 1
= [ Ln I-n+1 - I-n+2 1] (384)

olur. yz diizleminde yansimasi igin, denklem (3.56) kullanilarak;

100 0
0100
[T]2001o
0 00 1

dontigiimii kullanilir. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinin yz diizlemi boyunca yansimasi,

-1 0 00
0 100
T \T]=[F, F, F,. 1
[n}[][n n+1 n+2]0010
0 0 0 1
=[_Fn I:n+1 Fn+2 1] (385)
ve
-1 0 00
0 100
CT{[T]=[L, L, L., 1
[n}[][n n+1 n+2 ]0010
0 0 0 1
:[_Ln I‘n+l Ln+2 1] (386)

ve Xz diizleminde yansimasi i¢in, denklem (3.57) kullanilarak;

135



|

[N
o O O
r O O o

kullanilir. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinin Xz diizlemi boyunca yansimasi,

1 0 00
0 -1 00
FT(T]=[F, F, F, 1
':n:|[][n n+l n+2 ]0010
0 0 01
:[Fn _Fn+l I:n+2 1] (387)

ve
1 0 0O
_ 0 -1 00
L {[T]=[L L 1
I: n :l[ ] [ n n+1 n+2 ] O 0 1 O
0 0 01
:[Ln _Ln+l I‘n+2 1] (388)
olur.

Ornek 3.3.4.1. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Yansima

F," Fibonacci 3-vektoriinii ve L2' Lucas 3-vektoriinii géz 6niinde bulunduralim. [If;T]

ve [I?; ]konum vektoriiniin matrisi;

E'=[F, F, K 1]=[2 3 5 1]

Tl LoL 4=+ 7 1]
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ile verilir. Xz diizlemi boyunca yansimadan sonra denklem (3.87) ve denklem (3.88)’den

donistiirilmiis konum vektorleri

o
||_\
o~ o o
_ O o o

0 0
—[2 -3 5 1]
ve
10 00
! ! 0 -100
[Eg }:[E’; ][T]=[4 7 11 1] AV .
00 01

olur. Sonugta elde edilen [Iff*}:[Z 35 1]ve[|?f}=[4 ~7 11 1] vektorleri

asagidaki sekilde gosterilmistir.

T
T

T l rrTrT l T l 1 Iﬁ_!_] A : I : I
TN OS 1 15 2 9 l 2 3 4
X

54 7p0-1 xx* 10

¥
3
/

L

Sekil 3.37. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinde yansima
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3.3.5. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Oteleme

F =[F, F.. F,,] Fibonacci 3-vektsrinin ve L' =[L, L,, L,,] Lucas 3-

vektoriiniin ii¢ boyutlu 6teleme matrisi

3 O ~ O
5 B O O
, O O o

ile verilir. F Fibonacci 3-vektoriine ve L' Lucas 3-vektoriine Gteleme matrisi uygulandiginda,

denklem (3.59) kullanilarak;

1 0 0O
01 00O
F F., F, hl=[F, F., F, 1
[ n n+l n+2 ] [ n n+l n+2 ] 0 O 1 0
Il m n 1
ve
1 0 0 0]
0 1 00O
L' L, L., h|=[L, L L 1
[ n n+1 n+2 ] [ n n+1 n+2 ] 0 0 1 0
I m n 1

otelenmis homojen koordinatlar elde edilir. Genisletildiginde;

[Fn’ F.F, h}z[FnH F.+m F+n 1]
(L L, L, h]=[L 4+l La+m L,+n 1] (3.89)

esitligi bulunur. Doniistiiriilen fiziksel koordinatlar ise
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F'=F +I L =L, +I

n

'
I:n,+1 = F +m Ln+l = Ln+l +m

n+l

’ 4 —
I:n+2 =M +N I‘n+2 - Ln+2 +n

olarak elde edilir.

Ornek 3.3.5.1. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Oteleme

F." Fibonacci 3-vektoriinii ve L Lucas 3-vektdriinii goz dniinde bulunduralim. [IE;T]

ve [I:g’T ] konum vektorii

ET=[F, F, i 1]=[2 3 5 1]

ColL LoL 1=[4 7 11 1]

olarak elde edilir. Oteleme déniisiimii F.' Fibonacci 3-vektoriine ve L' Lucas 3-vektdriine

uygulandiginda

1000
0100
[T]2001o
500 1

olur. Otelenmis homojen koordinatlar ise denklem (3.89)’dan,

1 0 0 O

|E =[F]T]=[2 3 5 1]8 (1) 2 82[7 3 5 1]
5 0 0 1

ve

1000

. ~ 0100

ST |[T]=[4 7 11 1 =9 7 11 1

o ]=[Cr = lo o 1 ol ]
5001
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matris ¢arpimi ile elde edilir. Sonucta elde edilen konum vektorleri
F=7 L;=9
F/=3 L, =7

=5 L =11

ile verilir ve asagidaki sekilde gosterilmistir.

3 N
6
73 ¥ 1 ;
[j /_ / 2 5~ ?1 '5{!
2 ! | "
4
y.y* vyt A

2
<
1 =~
g
=
A —

T T T | EL T I—,—| AX
2z% 2 3 4 5 6 7 9 1 2. 8. 4 8 %
X.X 64" ot 89

3 l(ﬁl./*

Sekil 3.38. Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinde 6teleme

3.3.6. Fibonacci ve Lucas 3-Vektorlerinde Coklu Doniisiimler

Denklem (3.61)’de verilen birlestirilmis donlisiim matrisi kullanilirsa; genel bir

Fibonacci ve Lucas 3-vektorleri i¢in doniisiim sonucu

CoS ¢ 0 —sing 0
singsiné cosd cosgsing 0
|:|En3T:|[T]:[Fn . Fo, 1] sirln/ﬁcos@ —-sind cosﬁcos@ 0
Cos ¢ mcos —lIsing 1
+msingsing —nsind +mcos¢gsiné
| +nsingcosd +ncosgcosd |
(F,+I)cos¢ (F,..+m)cosd —(F,+1)sing 1

=|+(F,,+m)singsind —(F

n+1 n+2

+(F,,,+n)singcosd +(F,,,+n)cosgcosd

n+2

+n)sin@ +(F,,,+m)cosgsing

n+l
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ve

COS ¢ 0 —sing 0
singsin @ cosé cosgsingd 0
[EﬁT][T]z[Ln L, Lo, 1] sirll¢cose —-siné cos¢_cos¢9 0
cos ¢ mcos & —Ising 1
+msingsin@ —nsin@ +mcos¢@sin g (3.91)
| +nsingcosd +ncosgcosd |
(L, +1)cosg (L., +m)cos& —(L, +1)sing 1
=|+(L,,, +m)singsin@ —(L,,,+n)sind +(L,,+m)cosgsind

+(L,,, +n)singcos& +(L

n+2

+N)Cos ¢ cos f

olarak elde edilir. Asagidaki 6rnek acikga bu kavrami gostermektedir.

Ornek 3.3.6.1. Fibonacci 3-Vektoriinde Coklu Déniisiimler

F=[F F, F 1]=[1 1 2 1] ile tamimli olan F, Fibonacci 3-vektdrii once x,y,z
yonleri dogrultusunda +2,4+2,+2 birim Gtelenip, ardindan sirastyla art arda X -ekseni etrafinda bir
+60°’lik ve y -ekseni etrafinda bir +90°’lik donme doniisiimleri uygulandiginda baska bir deyisle

denklem (3.90)’dan, 8 =+60",¢ =+90°,1 =+2,m=+2n=+2 degerleri alinarak uygulandiginda

0 0 -1
1.155 0577 O
0.577 -1.155 O
3.464 -1.155 -2

[F][T]=[5.773 —2.888 -3 1]

[lfl][T]=[1 12 1)

= O O O

elde edilir. Sonug asagidaki sekilde gosterilmistir.
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Sekil 3.39. Fibonacci 3-vektoriinde ¢oklu dontisiimler
3.4. Fibonacci ve Lucas Vektorleri icin Householder Déniisiimii ve MAPLE Uygulamalari

Tezin bu kisminda, Fibonacci ve Lucas say1 vektorleri i¢in Householder doniistimiiniin

. 4 =m =m , . .. ) =
nasil tanimlanacagl incelenmistir. F.. ve F , m-boyutlu Fibonacci vektorleri olsun, F"
g § n n, n

—

= . . . . .. .. . U .. .. .. m .. ..
vektoriiniin Fnr: vektori tizerine dik izdiigiim vektorii bulunmustur. Lr:l vektoriiniin an vektori

tizerine dik izdiisiim vektorii bulunmustur. Bu yansima doniisiimlerine karsilik gelen matrisler
elde edilmis; yansima 6zellikleri agisindan irdelendikten sonra Fibonacci ve Lucas vektorlerinin
i¢ carpim tanimlarindan yararlanarak m tamsayisinin ¢ift veya tek olma durumuna gore m-
boyutlu Fibonacci ve Lucas vektorleri icin Householder doniisiimii elde edilmistir.

Oncelikle, materyal ve yontem kisminda Fibonacci ve Lucas sayilarmin bazi dzellikleri
verilmistir; daha sonra Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerinin 6zellikleri, bu vektorler arasindaki i¢
carpim ve vektorel carpim verilmis ve bu uzayda tanimli bir Fibonacci ve Lucas 3- vektorlerinde

Householder doniisiimii ile bu doniisiime karsilik gelen matris elde edilmistir.

3.4.1. m-Boyutlu Fibonacci Vektorleri icin Householder Doniisiimii

= =m . . I =
Fnrln ve Fnz, m-boyutlu Fibonacci vektorleri Fnrln =|:Fnl Fn1+1 Fn1+m_1] ve

=mT . = v . M e a .
Fn2 Z[Fnz Fn2+1 Fn2+m,1] olarak verilsin. Fnrln vektoriiniin Fn2 vektorii iizerine dik

izdlistim vektori
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- PR )
H( nrln) =k - 22,33’—@; R, (3.92)

denklemi ile tanimlanir. Oklid i¢ ¢arpimin 6zelliklerinden yararlanarak Householder déniisiimii

F.F, +FaFattF F

=m = m n+l" ny+1 N4 +m-1" n+n+m-1 =m
H( “1) _— F 4R, +.4F; £
ny+1 2n,+m-1

olarak yazilabilir. Tanim 2.16.5°deki Fibonacci vektorlerinin i¢ c¢arpim tanimlarindan
yararlanarak m tamsayisinin ¢ift veya tek olma durumuna gore Householder doniisiimiiniin
denklem (3.92)’den alternatif gosterimleri su sekilde elde edilebilir:

m tamsayisi ¢ift ise

.\ - _FF F 3}
my\_gm_ m’ ny+n+m-1 =m m n+n+m-1 =m
H( it )_ it 2 FF Fz F =2 = Fﬂz (3.93)
2n,+m-1 2n,+m-1
m tek ise

;(Lm I—n1+n +m-1 (_1)n1 an—nl) =

é( I‘m L2n2+m—1 o 2(_1)n2 ) )

- L.L -(-D™L -
— Fnrln _ 2 ]r-n n+n,+m-1 ( ) Ny, —y Fnr:
g ( I—m L2n2+mfl - 2(_1)n2 )

H(F)=Fr-2

(3.94)
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—m —m
olarak Householder doniisiimleri elde edilir. Fn, vektoriiniin Fn, vektorii iizerine yansimasini

saglayan Householder dontistimii

Ifm = mT
H—l—Zlf If (3.95)

ile bulunur. Ozel olarak, denklem (3.94) kullanilarak; Fibonacci vektdrleri Oklid 3-uzayinda

alindiginda yani m = 3alindiginda Householder doniistimii

H F _ lf3 2 LS ™ +N,+2 ( 1) L
( L ) o _9_ nz “2
LsLon, o =2(=1)

denklem (3.95)’den bu doniisiime karsilik gelen Householder matrisi de

I:n n,
H=1-2 E3TE3 (3.96)

olarak elde edilir.

3.4.2. m-Boyutlu Lucas Vektorleri icin Householder Doniisiimii

m [ m . . [mT _

Ln1 ve an, m-boyutlu Lucas vektorleri Lnl —|:Ln1 Ln1+1 Ln1+m,1:|ve
mT G P L e .
an = |:Ln2 Ln2+1 Ln2+m,1:| olarak verilsin. |_n1 vektoriiniin |m2 vektorii tizerine dik

1zdlistim vektori

ile verilir. er: vektoriiniin L,TZ vektorl lizerine yansimasini saglayan Householder doniisiimii
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. (3.97)

denklemi ile tanimlanir. Oklid i¢ ¢arpimin 6zelliklerinden yararlanarak Householder déniisiimii

m) _ [m I—n1 an + Ln1+1Ln2+1 ot Lnl+n2+m—an1+n2+m—l [’m
H(L )= -2 N . Ly,
an + Ln2+l +..+ L2n2+m—l

olarak yazilabilir. Tanim 2.16.5’deki Lucas vektdrlerinin i¢ ¢arpim tanimlarindan yararlanarak m
tamsayisinin ¢ift veya tek olma durumuna gore Householder doniisiimiiniin denklem (3.97)’den

alternatif gosterimleri su sekilde elde edilebilir:

m tamsayist ¢ift ise

.\ . 5F.F & & )
H(L™ )= [™ —p M Mmthprm j'm _ 'm _ o hitNptml m
(%)= SFaFams 0 Faema (3.98)

m tek ise

|m m Lm L”1+“z+m—1 ’m ’m I‘r|1+n2+m—1 ~m
(D) =0 -2t [ = [ -2 [ (3.99)

m —2n+m-1 2n+m-1

—

olarak Householder doniisimleri elde edilir. L:l vektoriinlin L:Z vektorll iizerine yansimasini

saglayan Householder doniisiimiine karsilik gelen matris
H=I1-2=-"2 (3.100)

ile bulunur. Ozel olarak Lucas vektdrleri Oklid 3-uzayinda alindiginda yani m = 3alindiginda
Householder doniisiimii denklem (3.99)’dan,
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Ln+n+
H(EG,)=0, -2 G,

2n+2

olarak elde edilir. Bu doniisiime karsilik gelen Householder matrisi de

3 3T
H=1-2 I?; E{ (3.101)

1)

denkleminden hesaplanir.

3.4.3. m-Boyutlu Fibonacci Vektorii ve Lucas Vektorii icin Householder Doniisiimii

- . . .. .. _bm . ..
Fnrln m-boyutlu Fibonacci vektori ve an m-boyutlu Lucas vektorii olsun.

=mT . mT _ _— =m
F. _[Fnl Foa o Fn1+m_1] ve L, —[an Lon Ln2+m_1] olarak verilsin. F;

—m
vektdriiniin Ln, vektorii iizerine dik izdlistim vektori

—

ile verilir. Fnrln vektoriiniin L,TZ vektorli lizerine yansimasini saglayan Householder doniistimii

:53l

Bl »:—’Bl

(Fr)-ro 2!

denklemi ile tanimlanir. Oklid i¢ ¢arpimin 6zelliklerinden yararlanarak Householder déniisiimii

—
I\?I_BL S Bl
S~~——

H =m)\ _ Ifm 2 Fn1 an + I:n1+1|—n2+1 +..+ I:n1+n2+m—1|—n1+nz+m—1 I‘_’m
n - n - L2 LZ L2 n,
n, + n,+1 ot 2n,+m-1

146



olarak yazilabilir. Tanim 2.16.5’deki Fibonacci vektorlerinin i¢ c¢arpim tanimlarindan
yararlanarak m tamsayisinin ¢ift veya tek olma durumuna gore Householder doniisiimiiniin
alternatif gosterimleri su sekilde elde edilebilir:

m tamsayisi ¢ift ise

= = 5F L _ R L )
H(Fr)=Fp -2 22l [ — fr -l
5Fm F2n2+m—1 2n,+m-1
m tek ise
= = Lm Fn1+n2+m_1 + (_1)n1+1 I:nz_n1 4
H( nl):Fnl _2 L L an

m —2n+m-1

—

olarak Householder doniisiimleri elde edilir. Fnrln vektoriiniin LTZ vektorii lizerine yansimasini

saglayan Householder doniisiimiine karsilik gelen matris

ile bulunur. Ozel olarak Fibonacci ve Lucas vektorleri Oklid 3-uzayinda alindiginda yani m=3

alindiginda Householder dontistimii

n+1
= ) —F3_9 LSFn1+n2+2 + (_1) Fnz,nl E

M Ny
LS L2n+2

olarak elde edilir. Bu doniisiime karsilik gelen Householder matrisi de

sy
H=l-2mm

n,
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denkleminden hesaplanir.

Ornek 3.4.3.1. Fibonacci 3-Vektorlerinde Householder Déniisiimii

Oklid 3-uzayinda Fy=[F, F, F,]=[1 2 3] Fibonacci 3-vektoriiniin, x+y+2z=0
diizlemine gore simetrigi olan vektorii bulmak igin, Householder déniisiimii uygulanabilir. F}
vektoriiniin X+ y+2z =0 diizlemine gore simetrigi olan vektoriin bulunabilmesi i¢in diizleme

ortogonal bir vektér bulunmasi gereklidir; bu vektor IffT =[1 1 2] seklindeki diizlemin

normali segilebilir. Boylece, Householder matrisi de denklem (3.96)’dan,

1
1t 1 2]
R [f3|f3T

H(Fﬁ):l—zﬁ”;ﬂzs 1-al? :

O p1 2

2
100 f112] [4 24 [2 -1 -2
H(F3)=|0 1 0]-|1 1 2=t 2 4 alYa 2 o

6 6 3

2 2 4| |4 -4 2| T2 2 1

elde edilir ki, ortogonal, simetrik ve dolayisiyla tersi kendisine esit bir matris oldugu kolayca

gortlebilir. Boylece,

2 =2y [-8) [
7L((|f§):§ L2 2)2|=7 3=
2 -2 -1||3| “|-9| |-3

olarak elde edilir. Sonug asagidaki sekilde verilmistir.
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Sekil 3.40. Fibonacci 3-vektoriinde Householder dontisiimii

3.5. Doniisiimlerle ilgili Animasyon I¢erikli MAPLE Uygulamalari

Ornek 3.5.1. Oteleme (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir.

0.8
0.6

04+

Sekil 3.41. Oteleme animasyonu (top)

149



Ornek 3.5.2. Oteleme (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir.

Sekil 3.42. Oteleme animasyonu (egri)

Ornek 3.5.3. Dénme (animasyon) Maple uygulamas1 ve sekli asagida verilmistir [11].

Sekil 3.43. Donme animasyonu (egri)
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Ornek 3.5.4. Olgeklendirme (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir

A=1
4-
3_
2_
=T _37: _ T T 0] T T 3m T
4 2 4 = 4 2 4

Y -1—

_2_

_3-

_4—

Sekil 3.44. Olgeklendirme animasyonu

Ornek 3.5.5. Oteleme (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir.

—-0.5

-1-

Sekil 3.45. Oteleme animasyonu (cember)
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Ornek 3.5.6. Oteleme (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir.

Sekil 3.46. Oteleme animasyonu (iiggenler)

Ornek 3.5.7. Oteleme (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir.

a=20.000

Sekil 3.47. Oteleme animasyonu
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Ornek 3.5.8. Oteleme (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir.

t=50.000

1.0+

0.8+

0.6
0.4+ ‘

0.2+

-0.2+

2 04
0.6 0.8

Sekil 3.48. Oteleme animasyonu (iiggen)

Ornek 3.5.9. x-eksenine gore simetri (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir

[22].

[

=2 -1 0 1

Sekil 3.49. x-eksenine gore simetri animasyonu
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Ornek 3.5.10. y-cksenine gore simetri (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida

verilmistir [22].

—
W

Sekil 3.50. y-eksenine gore simetri animasyonu

Ornek 3.5.11. Orijine gore simetri (animasyon) Maple uygulamasi ve sekli asagida verilmistir

[22].

Sekil 3.51. Orijine gore simetri animasyonu

154



4. SONUC VE ONERILER

Tez calismasinda ilk olarak iki boyutlu uzaydaki, meyillenme, 6l¢eklendirme, dénme,
yansima, Oteleme doniisiimlerinin matris olarak ifadeleri ve Ornekleri verilmistir. Homojen
koordinatlarda  Oteleme, donme, yansima, tiimden Olgeklendirme  doniisiimlerinin
orneklendirmeleri yapilmistir. U¢ boyutlu uzaydaki meyillenme, yerel &lgeklendirme, donme,
yansima, oteleme ve genel 6lgeklendirme doniisiimlerinin matris kombinasyonlar1 ifade edilmis
ve Orneklendirmeleri yapilmistir. Doniistimlerle ilgili Maple programinda animasyon 6rnekleri
verilmistir. Fibonacci ve Lucas sayilari, Fibonacci ve Lucas vektorleri 6zellikleri, Householder
dontigimii ve temel bilgileri verilmistir. Tezimizin orijinal kisminda; donlisim 6rneklerinin
Maple programinda uygulamalar1 yapilmis ve sekilleri ¢izilmistir. Déniisiimlerin Oklid uzayinda
oldugu gibi Fibonacci ve Lucas 3-vektorlerindeki uygulamalari incelenmistir. Fibonacci ve
Lucas 3-vektorlerinde oOl¢eklendirme, donme, yansima, Oteleme, meyillenme, birlesik
dontigiimlerin matrisleri ifade edilmis ve her doniisiimle ilgili 6rnek verilmistir. Yine Fibonacci
ve Lucas 3-vektorlerinin doniisiimlerinin sekilleri Maple programinda ¢izilmistir. m-boyutlu
Fibonacci ve Lucas vektorleri i¢in Householder doniisiimii tanimlandiktan sonra daha 6zel hali
olan Fibonacci ve Lucas 3-vektorleri i¢cin Householder doniisiimii tanimlanmis, 6rnekleri ve
Maple programinda uygulamalar1 yapilmistir. Bu calismanin konusu doniistimler farkli sayi
sistemlerinde incelenebilir. Householder dontisimii  farkli uzay ve say1 sistemlerine
uygulanabilir. Arastirilan farkli konularin Maple programinda uygulamalar1 yapilabilir. Boylece
yapilan arastirmalar ¢agimiza uygun olarak bilgisayar destekli tasarim ile daha fazla
biitiinlestirilerek; somutlastirilir. Calismamizin ileride hem geometri hem de farkli bilim
dallarinda doniigiimler ve bilgisayar destekli tasarim ile ilgili yapilacak bilimsel ¢alismalara yol

gosterici olacagina inaniyoruz.

155



5. KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Hacisalihoglu HH, 1976. Yiiksek Boyutlu Uzaylarda Doniisiimler ve Geometriler.
Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Yaynlari. Ankara.

Farin G, 1996. Curves and Surfaces for Computer-Aided Geometric Design. Arizona
State University, USA.

Fox L, 1964. An Introduction to Numerical Linear Algebra. Oxford University Press,
London.

Gallier J, 1999. Curves and Surfaces in Geometric Modeling, Theory and Algorithms.
Morgan Kauffman, USA.

Marsh D, 2005. Applied Geometry for Computer Graphics and CAD. Springer-Verlag,
London Berlin Heidelberg.

Adams JA, Rogers DF, 1990. Mathematical Elements for Computer Graphics. McGraw
Hill, USA.

Anand VB, 1992. Computer Graphics and Geometric Modeling for Engineers. John
Wiley & Sons. Inc.

Forrest AR, Coordinates, Transformations and Visualization Techniques. CAD Group
Document No. 23, Cambridge University, June 1969.

Salomon D, 2006. Curves and Surfaces for Computer Graphics. Springer. USA. 0-387-
28452-4,

Yamaguchi F, 1988. Curves and Surfaces in Computer Aided Geometric Design.
Springer-Verlag, New York.

Celik B, 2004. Maple ve Maple ile Matematik. Nobel Yayinlari. Ankara.

Ozdemir M, 2020. Kuaterniyonlar ve Geometri. Altin Nokta Yayinlar1. izmir.

Soylu D, 2019. Householder Doniisiimii ve Baz1 Geometrik Uygulamalari. Yiiksek Lisans
Tezi, Akdeniz Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Antalya.

Salter E, 2005. Fibonacci Vectors. Graduate Theses and Dissertations, University of
South Florida, USA.

Cetinberk K, 2017. Fibonacci Vektorlerin Oklid, Kompleks ve Lorentz Geometrisi.
Yiiksek Lisans Tezi, Y1ldiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Istanbul.
Cetinberk K, Yiice S, 2020. On Fibonacci Vectors. Hagia Sophia Journal of Geometry, 2
(2), s:12-25.

Yasar F, 2016. Fibonacci Say1 Tiirleri ve Kuaterniyonlarda Kullanimi. Yiiksek Lisans

Tezi, Gaziantep Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Gaziantep.

156



[18]
[19]
[20]
[21]
[22]
[23]
[24]
[25]
[26]
[27]

[28]

[29]

Ozdemir M, 2017. Analitik Geometri ve Coziimlii Problemler. Altin Nokta Yaymevi.
[zmir.

Yiice S, 2020. Analitik Geometri. Pegem Akademi Yayincilik.

Sabuncuoglu A, 2011. Lineer Cebir. Nobel Yayinlari. Ankara.

Yiice S, 2017. Oklid Uzayinda Diferansiyel Geometri, Pegem Akademi, Ankara.
Rovenski V, 2000. Geometry of Curves and Surfaces with Maple. Boston, Birkhauser.
Atanassov KT, Atanassova V, Shannon AG, Turner JC, 2002. New visual perspectives on
Fibonacci numbers, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., Singapore.

Ozdemir M, 2016. An Alternative Approach To Elliptical Motion. Adv. Appl. Clifford
Algebras, 26: 279-304. (published online August 22, 2015).

Yiice S, 2015. Lineer Cebir, Pegem Akademi Yayincilik.

Giiven IA, Nurkan SK, 2015. A new approach to Fibonacci, Lucas numbers and dual
vectors.  Advances in  Applied  Clifford  Algebras, 25(3), 577-590,
https://doi.org/10.1007/s00006-014-0516-7.

Aragén-Gonzalez G, Aragén JL, Rodriguez-Andrade MA, Verde-Star L, 20009.
Reflections, Rotations and Pythagorean Numbers. Adv. appl. Clifford alg., 19: 1-14.

T. Koshy, Fibonacci and Lucas numbers with applications. A Wiley-Interscience
Publication, USA, 2001.

Kaya O, Onder M, 2018. On Fibonacci and Lucas Vectors and Quaternions. Universal
Journal of Applied Mathematics, 6(5), 156-163.

157


https://doi.org/10.1007/s00006-014-0516-7

