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OZET

YEREL KATI RIESZ UZAYLARINDA BAZI IDEAL YAKINSAKLIK CESITLERI

Ergin GENC

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Dog. Dr. Sitkran KONCA
Agustos 2018, 60 sayfa

Bu tez ¢alismast bes bolimden olugsmaktadir. Birinci bolimde yerel kati Riesz uzaylarindan
kisaca bahsedilmis olup, ikinci boliimde konuyla ilgili literatiir taramast yapilmistir. Ugiincii
bolimde, bazi temel kavramlara ve tanimlara yer verilmigtir. Tezin orijinal kismim olusturan
dordinct bolum ise Ui¢ kisma ayrilmaktadir. Dérdincti bolimiin ilk kisiminda, toplanabilme
teorisindeki ideal tanmimu ile cebirdeki Boole halkasi yardimiyla tamimlanan ideal taniminin
birbirine denk oldugu gosterilmistir. Dordinci bolimiin ikinci kisminda yerel kati Riesz
uzaylarinda / —agirlikli lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimlanarak bazi kapsama bagintilar
verilmig ve bazi topolojik ozellikler incelenmigtir. Dordiincii boliimiin Giglincti kisminda ise yerel
kati Riesz uzaylarinda ¢ift indisli dizilerin 7 —istatistiksel yakinsakligi ve [—lacunary

istatistiksel yakinsaklik kavramlan bir “ g7 agirlik fonksiyonu yardimiyla tammlanarak bazi

kapsama bagintilart incelenmistir. Son bolim olan besinci bolimde ise elde edilen sonuglar

degerlendirilmistir.

Anahtar kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Ideal yakinsaklik, 7 — agirlikl1 lacunary istatistiksel
yakinsaklik, Yerel kati1 Riesz uzaylari.



ABSTRACT

SOME TYPES OF IDEAL CONVERGENCE IN LOCALLY SOLID RIESZ SPACE

Ergin GENC

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics,
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sitkran KONCA

August 2018, 60 pages

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the local solid Riesz spaces are briefly
mentioned and in the second chapter, the related literature is investigated. In the third chapter,
some basic concepts and definitions are given. The fourth chapter, where the original results of
the thesis are given, is divided into three part. In the first part of fourth chapter, it has been
shown that the notion of ideal in summability theory and the ideal which is defined by the
Boolean ring in algebra are equivalent concepts. In the second part of fourth chapter, the concept
of /—weighted lacunary statistical convergence in locally solid Riesz space is defined, some
inclusion relations are given and some topological properties of the related space are
investigated. In the third part of the fourth chapter, the notions of / — statistical convergence and

I —lacunary statistical convergence of double sequences defined by weight function g in a

locally solid Riesz space are introduced and some inclusion relations are investigated. In the last

chapter, the results obtained are evaluated.

Keywords: Statistical convergence, Ideal convergence, [—weighted lacunary statistical

convergence, Locally solid Riesz space.

i



TESEKKUR

Yuksek lisans egitimim boyunca bana her konuda yardimct olan, sahip oldugu bilgi-birikim ve
tecriibelerini bana aktararak kendimi gelistirmemi saglayan saygideger hocam Sayin Dog. Dr.
Siikkran KONCA’ya ve onun vesilesiyle tanmigsma firsati yakaladigim, matematige bilhassa hayata
olan bakig agima farkli bir pencere agan Sayin Dr. Joao Cabral’a ve tezin ilgili kisminda
kendisinden fikir aldigim hocam Sayin Dog. Dr. Yilmaz Durgun’a ¢ok tesekkiir eder saygilarimi
sunarim. Ayrica lisans doneminde tizerimdeki emeklerinden dolay1 tim hocalarima, desteklerini
higbir zaman esirgemeyen dostlarirm Ahmet SAHIN e ve A. Kerim SERBEST e ve tiim degerli
arkadaglarima, hayatimin her aminda yanimda olarak desteklerini esirgemeyen, varliklarindan

gii¢ aldigim biricik aileme sonsuz tegekkirlerimi sunmayi bir borg bilirim.

iii



ICINDEKILER DIiZiNi

Sayfa
OZET ..o i
ABSTRACT ..o i
TESEKKUR ..ot iii
TCINDEKILER DIZINT ... iv
SIMGELER DIZINT.........ooo oo v
Lo GIRIS oo 1
2. BU ALANDA YAPILMIS ONCEKI CALISMALAR. ... 2
3. GENEL BILGILER ..........ccoocioiiiiii oo 4
3.1. Temel Tanim ve Kavramlar. ... 4
3.2, Istatistiksel YakinsaKliK...............o 10
3.3.Tdeal YakinsaKliK. ... 19
3.4 Yerel Katit Riesz Uzaylart.............. ...t i o e e 23
4. ARASTIRMA BULGULARL.............. o i e e e 29
4.1. Cebirdeki Boole Halkast Yardimiyla Tanimlanan Ideal ile Toplanabilme Teorisindeki
Ideal Kavramlarnin DenkliSi...............ccccoooviioiisoooeoe oo 29
42. Yerel Kat1 Riesz Uzaylarinda [ — Agirlikli Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik............... 31

43. Yerel Kat1 Riesz Uzaylarinda Cift Indisli Dizilerin “g” Agirlik Fonksiyonu Yardimiyla
Tanimlanmis 7 — Istatistiksel Yakinsaklig1 ve I —Lacunary Istatistiksel Yakinsaklig1 ...43

5.SONUC VE ONERILER. ... 54
KAYN AK L AR oo 55
O Z GE VIS ..o 60

v



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin uzay1

Reel veya kompleks terimli tiim yakinsak dizilerin uzay1
Reel veya kompleks terimli sifira yakinsak tiim dizilerin uzay1
Reel veya kompleks terimli tiim sinirlt dizilerin uzayi

A ktmesinin kardinalitesi

X ktumesinin kuvvet kiimesi

A ktmesinin iist yogunlugu

A kiimesinin alt yogunlugu

infumum

supremum

x in pozitif kismi ( x'=xvo )

x in negatif kismi ( x =(—x)vo )

x in mutlak degeri ( |x| =xVv(—x) )

Tum istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tum lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Tum agirlikl lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Ideal

Sonlu ideal

Filtre

Tim [ —lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tium 7 —agirlikli lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi



1. GIRIS

Kismi sirali vektor uzaylarinin 6zel hali olan Riesz uzaylar, o6rgi (latis) yapisi tasiyan vektor
uzaylaridir [1]. Riesz uzaylart aym zamanda vektor orglsi olarak adlandiridir. Riesz’in bu
calismasindan sonra diger bir¢ok aragtirmact bu kavrama iliskin ¢esitli ¢aligmalarda
bulunmuslardir. Riesz uzaylarinin 6l¢iim teorisi, operatdr teorisi ve optimizasyon gibi birgok
alanda uygulamalari mevcuttur. Ayrica bu uzaylarin, ekonomi alaninda da bazi 6nemli

uygulamalar bulunmaktadir [2].

Bir vektor uzayi tizerinde toplama ve skaler ¢arpma islemlerinin siirekli oldugu topolojiye lineer
topoloji denir. Bir lineer topoloji ile donatilan bir vektor uzayina topolojik vektoér uzayr denir.
Kat1 kiimelerden olusan sifirin bir komsuluk tabanina sahip olan bir lineer topoloji ile donatilmis

Riesz uzayina ise bir yerel katt Riesz uzayi denir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak 1951 yilunda tanimlanmustir. Istatistiksel yakinsaklik
ozetle istatistiksel limit noktasimin komsuluklarn disinda kalan dizinin terimlerinin indislerinin
olusturdugu kimenin dogal yogunlugunun sifir olmasi kosuluna dayanmaktadir. Bu kosul
analizdeki bildigimiz yakinsakliga gore daha zayif bir kosuldur. Klasik anlamda yakinsak olan
bir dizi aym zamanda istatistiksel yakinsaktir. Klasik anlamdaki yakinsakligi ve istatistiksel
yakinsaklig i¢inde bulunduran ve dogal sayilar iizerindeki idealleri kullanarak ideal yakinsaklik

(I —yakinsaklik) kavrami, Kostyrko [3] tarafindan 2000 yilinda tantmlanmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Klasik anlamdaki yakinsakliga alternatif olarak gunimiize kadar ¢ok sayida yakinsaklik tipi
tamimlanmis ve bu kavramlar matematigin ¢esitli disiplinlerine uygulanmistir. Bu yakinsaklik
tiplerinden en ¢ok ragbet goreni kuskusuz toplanabilme teorisinin de en genig uygulama
alanlarindan biri olan istatistiksel yakinsakliktir. Klasik anlamdaki yakinsakligin bir genellemesi
olan istatistiksel yakinsaklik kavrami pozitif tam say1 kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina
dayanmaktadir. 1k olarak 1951 yilinda birbirinden bagimsiz olarak Fast [4] ve Steinhaus [5]
tarafindan tammlanmistir. Bu kavram tanitildiktan hemen sonra matematikte aktif calisma
alanlarindan biri olmus ve bir¢ok matematikg¢i tarafindan da halen ¢aligilmakta olan bir konudur.
Ozellikle Schoenberg [6], Salat [7], Freedman ve Sember [8], Fridy [9], Connor [10], Fridy ve
Orhan [11] gibi bir¢ok matematik¢i istatistiksel yakinsakligin gelisimine onemli katkida

bulunmustur.

Karakaya ve Chisti [12] agirlik kullanarak agirlikli istatistiksel yakinsakligi elde ettiler. Basarir
ve Konca [13] agirlik ve lacunary kavramlarini birlestirerek agirlikli lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavramim tanittilar ve diger yakinsaklik tipleri ile arasindaki kapsama bagintilarini
incelediler. Daha sonra Konca vd. [14] bu yakinsakligi ¢ . dereceden agirlikli lacunary

istatistiksel yakinsakliga genellestirdiler.

Di Maio ve Kocinac [15] 2008 yilinda topolojik uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanimladilar. Bu ¢alismamin ardindan topolojik vektor uzaylarinda Riesz uzaylart kullanilarak
yeni yakinsaklik c¢esitleri ¢alisilmaya basglandi. Bahsedilen bu Riesz uzaylan ilk olarak 1929
yilinda Riesz tarafindan tanimlandi. Riesz uzaylarin gelismesinde Freudantal [16] ve Kantrovich
[17] basta olmak tlzere pek ¢ok matematik¢i rol almistir. Bu uzaylar; optimizasyon, Banach
uzaylari, olgt ve operatdr teorilerinde dénemli rol oynar. Riesz uygulamalarinin ekonomi alaninda
da bazt uygulamalarini gérmek mumkindir. Albayrak ve Pehlivan [18] yerel katt Riesz
uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel sureklilik kavramini tammladilar.

Mohiuddine vd. [19] yerel kat1 Riesz uzaylarinda lacunary istatistiksel yakinklig ¢alistilar.

Cift indisli dizilerin istatistiksel yakinsakligi ilk olarak Pringsheim [20] tarafindan

tanimlanmigtir. Yakin bir zamanda da Konca ve Geng [21] ¢ift indisli dizilerin agirlikli lacunary



istatistiksel yakinsakligini tanitti. Konca [22] agirlikli lacunary istatistiksel ¢ift indisli dizileri

yerel kat1 Riesz uzaylarina tagidi.

Kostyrko vd. [23] 2000 yilinda dogal sayilar tizerinde ki tanimli idealleri kullanarak istatistiksel
yakinsakligl da i¢inde barindiran daha genel bir yakinsaklik tipi olan ideal yakinsaklig ¢alistilar.
Daha sonra Savas ve Das [24], Das vd. [25] ve Savas vd. [26] istatistiksel yakinsaklik, lacunary

istatistiksel yakinsaklik ve A —istatistiksel yakinsaklik kavramlarini kullanarak idealler aracilig

ile genellestirip, /—A—istatistiksel yakinsaklik, 7 —lacunary istatistiksel yakinsaklik ve A4’ —

istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilan yeni yakinsaklik cesitlerini elde ettiler.

Geng ve Konca [27-28] yerel katt Riesz uzaylarinda istatistiksel yakinsakligr idealle
iliskilendirerek agirlikli lacunary [ —istatistiksel yakinsakligi ve “g” agirlik fonksiyonunun
istatistiksel yakinsakligini ¢aligtilar. Daha sonra Das ve Savas [29] yerel kat1 Riesz uzaylarinda
I — A —istatistiksel yakinsakligi galigtilar. Limit ve y1gilma noktast kavramlan yakinsaklik tipine
gore degiskenlik gosterdiginden, hemen hemen butiin yakinsaklik tipleri i¢in de bu kavramlar
tanimlamak miinkiin olmustur. Kostyrko vd. [30] ideal yakinsakliga bagli olarak 7 —limit

noktast ve /—yigilma noktasi kavramlarini tammladilar. Bu kavramlar tizerinde diger énemli

calismalar Cinéura vd. [31] ve Kostyrko vd. [32] tarafindan verilmistir.



3. GENEL BILGILER

3.1. Temel Tanim ve Kavramlar
Tanmm 3.1.1 X = bir kiime ve [/ bir cisim olsun.

+: XxX—->X cFExX—>X

(r,y)>x+y (a,x)>oa-x

fonksiyonlart Vx,y,ze X ve Va, e F i¢in

1. x+y=y+x

i,  (x+y)+z=(x+y)+z

iii. x+60=60+x=x olacak sekilde bir & € X vardir.

iv.  x+(—x)=(—x)+x=0 olacak sekilde bir (—x)e X vardur.

v. lel olmakizere 1-x=x-1

vii  a-(x+y)=ax+ay

vii,  (a+pB)-x=a-x+p-x
viil.  a-(B-x)=(a-B)-x
sartlarim sagliyorsa (X >+ ) uglisine, /' cismi Uzerinde bir lineer uzay (veya vektor uzayi)

denir. Eger [/ alinirsa X ’ereel lineer uzay, eger [/ =C alinirsa X “e kompleks lineer uzay adi

verilir [33].
Tanmm 3.1.2 X bir lineer uzay /£ < X de bir lineer uzay ise £ ye alt lineer uzay denir [33].

Teorem 3.1.3 X bir lineer uzay ve £/ < X olsun. £ nin alt uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Va,feF ve Vx,ye L i¢in ax+ fye E oluyorsa F’ye X in bir lineer alt uzayi denir [33].

Tanim 3.1.4 X bos olmayan bir kiime olsun.

d: XxX — R donasimi, Vx,y,ze X igin



i d(xy)=0

—
—_

d(x,y)=0x=y
d(x,y)=d(y,x)

d(x,z)<d(x,y)+d(y.z) (iggen esitsizligi)

—_
—_

iil.

i

<

sartlarim saghyor ise, d doniisimiine X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik

uzay denir [34].

Tanm 3.1.5 X, /7 cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. ||-||:X—>R

doniisimii, Vx,ye X ve VaeF igin

i. [x]=0ex=0
i, Jood] =la ]
i ||x+y] <|x|+|y]| (Gogen esitsizligi)

sartlarini sagliyorsa, ” fonksiyonuna X tzerinde bir norm denir. Normlu uzaylar genellikle

(x|

) ile gosterilir. Lineer uzay tizerinde bir norm tantmlanmigsa bu uzaya normlu lineer uzay

da denir [35].

Tanmm 3.1.6 Tanim kiimesi dogal sayilar olan her f fonksiyonuna dizi adi verilir. O halde bir
dizi

f No>X

seklinde olan bir doniisim olarak diisiiniilebilir ve Vre N i¢in f:n—x, = f(n)e X yazlabilir

[36].

Tanm 3.1.7 R i¢inde bir (xk) dizisi ve x, € R sayisi verilmis olsun. Eger her £>0 say1si igin

k>n_ oldugunda oyleki ‘xk —xo‘ <& olacak gsekilde & na bagli bir n, € N sayis1 varsa (xk)

dizisi x,’a yakinsaktir denir ve lim, , x, = x seklinde gosterilir [36].



Tanm 3.1.8 (X,d) bir metrik uzay ve (x,) X de bir dizi olsun. Ve&>0 i¢in m,n>n,

oldugunda d(x,,x,)<e olacak sekilde bir 1, =n, (¢) sayist varsa, (x,) dizisine Cauchy dizisi

denir [35].

Tanmm 3.1.9 Bir (X ,d ) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi o uzayin bir elemanina yakinsak

ise bu (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [33].

normlu lineer uzay veya Banach uzay1 denir [33].

B

Tamm 3.1.10 Eger (X, ||||), normlu lineer uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam

Tanm 3.1.11 Reel veya kompleks terimli tim dizilerin kiimesini w ile gosterelim. Bir w

kiimesi, x=(x,), y=(y,) €w ve a bir skaler olmak tizere

x+y:(xk+yk) a-x:(a-xk)

seklinde tanimlanan ikili islemler ile bir lineer uzaydir. w uzayinin herhangi bir alt lineer

uzayina bir dizi uzay1 denir. Ornegin,
( ={x=(x)ew: sup|xk|<oo },
keN
c= {x = (xk) ew:limx, mevcut} ,
k—>0

c, :{x:(xk)ewziimxk :O}

—>00

uzaylar birer dizi uzayidir. £, ¢ ve ¢, sirastyla simirli dizilerin uzayi, yakinsak dizilerin uzay1

ve sifira yakinsak dizilerin uzay1 olarak adlandinlir. (,, ¢ ve ¢, dizi uzaylan, |[x]| =sup,_|x|

2

normuyla birlikte birer Banach uzaylaridir [37].



Tanmm 3.1.12 X ve Y, w uzaymmn iki alt kiimesi ve A:(ank), (n,k:1,2,3,...) reel veya

kompleks terimli bir sonsuz matris olmak tizere, bir x = (xk) € X dizisi ve her n>1 igin

y, =(4x) =Y a,x,
k=1

serisi yakinsak ise, y, =(Ax) =Ax donisim dizisi meveuttur denir. Eger her xe X igin

(Ax) ~donisiim dizisi meveut ve (Ax) €V ise, o zaman A matrisi X den Y ye bir matris

dontisim dizisi mevcut ve bir x, sayisina yakinsak ise, x dizisi x,, sayisina A —toplanabilirdir
(veya A-limitlenebilirdir) denir ve bu durum A-limx=x, ile gosterilir. Ozel olarak,

X =Y =c olmak izere Ae(c,c) ise A ya konservatif matris denir. Ayrica her yakinsak

(Ax) =x, kosulu saglaniyor (yani A

n—>0

matris donisimua limiti koruyor) ise bu durumda A regiler matris adimi alir ve bu durum

Ae(c,c, p) ile gosterilir [38].

Tanim 3.1.13 X bos olmayan herhangi bir cimle olmak tizere;

f NxN—>X

(m,n)— f(mn)=x,,

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna cift indisli dizi denir. Cift indisli dizininin x=(x,,)

elemanlarini

X Xy X5 0

WL

Xgp Xgg Xoz rv Xy, oee

n

X . X ,X

ml Ym2 Vw3 T M T




seklindeki bir matris olarak diisiinebiliriz. Bunun yani1 sira w” kompleks veya reel terimli biitiin

¢ift indisli dizilerin cimlesi olup bu cimle VaeC, Vx,yew® i¢in ax=(ax,) ve

xX+y= (xmn + ymn) islemleri altinda bir lineer uzaydir. x = (xmn) kompleks terimli bir ¢ift indisli

dizi olmak iizere sup,  _,|x, |<oo ise x dizisine siirlidir denir. (2 biitiin simrli gift indisli

mn

dizilerin cimlesi olmak tizere;

s

seklinde olup bu uzay ||||w normu ile bir Banach uzay1 teskil eder. Dizilerdeki durumun aksine,

(2 = {x =(x,,)ew’ |y, = sup |x,,
mneN

¢ift indisli dizilerde birden fazla yakinsaklik kavrami mevcuttur. Bunlardan en ¢ok ¢aligilanlar

Pringsheim yakinsaklik ve regiiler yakinsakliktir [20].

Tanmm 3.1.14 Reel ya da kompleks terimli x =(x,,) ¢ift indisli dizisi, Ve >0 i¢in m,n= N
oldugunda |xmn —X0|<8 olacak sekilde bir NeN varsa x=(x,,) dizisi x,€C sayisina
Pringsheim anlaminda yakinsak ve x, degerine de x dizisinin Pringsheim limiti denir.

P—lim x =X, ile gosterilir ( P — yakinsaktir). P —yakinsak dizilerin cimlesi;

m,n—»o0 7 mn

C :{x:(xmn)ew2:EIxOGC, Ve>0 > Vmn=k, JkeN :|xmn—x0|<g}

p

seklinde ifade edilir.

C, cumlesi ||x|| e, = lim, _,, sup,,,.v|*¥,,| 1lebir tam yar norm teskil ettigi kamtlanmisgtir.

<wise X dizisine P -

X

mn

x=(x,) dizisinin P—yakinsak olmasina ilaveten sup

m,neN

anlaminda sinirlt dizi adi verilir [20].

Ornek 3.1.15 Bir (x,,,) :[
n+m

j ¢ift indisli dizisinin yakinsaklik durumunu inceleyelim.



limx, =0 >0, NeN > Vam =N igin

7,m—>0

1

n—+m

1

n—+m

1 1 1 2 2
+—<—+—=—<eg=>N>—
m N N ES

—0|= <

1
n

_0‘:

olacak sekilde bir N =N (&) bulunabilir. Bundan dolay1 (x,, ) dizisi Pringsheim anlaminda

yakinsaktir [20].

Uyan 3.1.16 Diziler i¢in yakinsak her dizi sinirlidir. Fakat Pringsheim anlaminda yakinsak bir

¢ift indisli dizi simrli olmak zorunda degildir. Ornegin;

n m=1

x =<m, n=1

mn

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan x = (xmn) ¢ift indisli dizisi igin P—limx =0 iken bu dizi sinirli degildir

[20].
Tanmm 3.1.17 GxG dan G ya tanimlanan bir fonksiyona (& da bir ikili islem denir [39].

Tanmm 3.1.18 G bos olmayan bir kime ve *, G de bir ikili igslem olsun. (G,*) cebirsel yapisi

asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir grup denir.

i *, (& de bir ikili islemdir.

ii. * igleminin G de birlesme 6zelligi vardir. Yani, Va,b,c e Gigin, a* (b *c) = (a * b) *C
dir.
iii. % igleminin (G de birim elemam vardir. Yani, YaeG i¢in, a*e=e*a=a olacak

sekilde de e G vardir.

iv. * igleminin goére G deki her elemanin tersi vardir. Yani, VaeG igin,

a*a' =a'*a=e olacak sekilde Ja' € G bulunabilir [39].



Tanmm 3.1.19 (G,*) bir grup ve Va,b e G igin a*b=>b*a degisme 6zelligi de saglaniyorsa

gruba, degismeli grup veya Abelyen grubu denir [39].

Tanm 3.1.20 H # tizerinde tanimli iki ikili iglem " + " ve " - " olsun. Asagidaki aksiyomlari

saglayan (H, +, -) cebirsel yapisina bir halka denir.

i.  (H,+),bir degismeli gruptur.

ii. " "isleminin H de birlesme 6zelligi vardir.
i, "-"iglemini " + " iglemi Gizerinde sagdan ve soldan dagilma ozellikleri vardir:

Va,b,c e R i¢in a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c:ac+bc [39].

Tanmm 3.1.21 H bir halkave &# Rc H olsun. H deki islemlere gore R alt kiimesi kendi
bagina bir halkaise R ye H halkasinin bir alt halkast denir [39].

Tanim 3.1.22 A bir halka ve / da H nin bir alt halkasi olsun. Eger ae/ ve xe Higin axe/

ve xaecl ise ]’ ya, H’ nin bir ideali denir [39].

Simdi 6zel bir halka olan Boole halkasini verecegiz ve Boole halkasi yardimiyla tantmlanan

ideal tanmimini verecegiz.

Tanmm 3.1.23 R bir halka ve ¢ da R nin bir elemani olsun. Eger a” =a ise R bir Boolehalkast

olarak adlandirilir [40].
3.2 Istatistiksel Yakmnsaklk
Bu kisimda, dizi ve ¢ift indisli diziler igin istatistiksel yakinsaklik kavramlari verilecektir.

Istatistiksel yakinsaklik pozitif tam sayilar kiimesinin dogal yogunlugunun sifir oldugu

durumlarla ilgilendigi i¢in oncelikle dogal yogunluk kavramu verilecektir.

N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin kardinal sayist |A| ile gosterilsin yani,

|A| '=card A olsun.
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Tanm 3.2.1 Ac Nolsun. 4, ={k <n:ke A} olsun. Eger

. |4
0(A4)=1lim—=
" on

limiti mevcut ise §(A4) sayisina A kimesinin yogunlugu denir [Niven ve Zuckerman]. Dogal

yogunluk diger bir deyisle, bir A dizisi var ve bu A, dizisinin n den buyik olmayacak sekilde
segilen A4, dizisinin 7 — o igin A limitinin var olmast halinde A dizisi yogunluga (dogal
n

yogunluga) sahiptir denir.

A kiimesinin tst yogunlugu

5 (A) =limsup &

00 n

ve benzer gekilde

5(4)= ——

n—>0 n
olarak gosterilir [8].

Onerme 3.2.2 &(A) bir alt yogunluk ve 5(/1) bir Gist yogunluk olmak iizere ACN ve Bc N

igin

i. AcBise 5(4)<5(B)
i. AcBised5(A4)<5(B)
iii. Her 4,B igin 6(4)+8(B)=5(AUB)

iv. 8(9)=6(9)=0

)
vi. A~Bise é_'(A):é_'(B)
vii. é'(A)Sé_'(A)

11



ozellikleri saglanir [8].

Bu kisimda literatiirde de bulunabilecek baz1 6rneklerin veya kendi belirledigimiz 6rneklerin

dogal yogunluklarinin nasil bulunacag detayl bir sekilde gosterilmisgtir.

Ornek3.2.3 A= {1, 2,3,...} =N kiimesi igin baktigimizda d(A4) =1 dir. Burada

AN =1, AQ2)=2, AB3)=3 ... A(n)=n olup 5(4)=TimZ —tim” —1 dir.

n men

Ornek 3.2.4 A={2,4,6,...} kiimesinin iki farkli yoldan dogal yogunlugunun 1/2 oldugunu
gormek miinkiindar.

Lyol: A(1)=0, A2)=1, AB)=1,A(4)=2,..., A(n)= IBH oldugundan

n
é(A):E(A):lim@:hmH—l.
n

n—>0 n—o B 2

An) 0112233 n n

2.yol: T T ey — ,... olup
n 1234567 2n 2n+1
A - A
Q(A)zliminfﬂzlimﬁzl ve 0 (A)=limsup (n)zlim n__1
n n n>o2pn 2 n n oo 2p+1 2

5(A)=5(A)=d,(4)= % dir.
Tanm 3.2.5 x= (xk) reel ya da kompleks degerli bir dizi olmak tizere her £ >0 sayist i¢in

5(K):1iml|{k Sn:|xk —x0| 28}|: 0

n—>0 n

12



olacak gekilde bir x, sayist mevecut ise bu x=(x,) dizisi x, sayisina istatistiksel yakinsakr

denir. s7—limx =x, ile gosterilir [4-5]. Tanimdan da anlagilacagr gibi istatistiksel yakinsaklik

dogal yogunlugun sifir oldugu kiimelerle ilgilenir.

Istatistiksel yakinsaklik ile Cesaro matrisi kavramlarim karsilastiralim.

C, =(c,.) Cesaro matrisi olmak tizere bu matris;

ile verilir. K(g)={k:|x,—x|z&} ve Xx(e)> K(g) kiimesinin karakteristik fonksiyonunu

gostermek tizere

sl—lilgnxk =x, & Ve >O,1inm%‘{k£n:‘xk —xo‘ 28}‘: 0

& Ve >0, limli}:;{K(E) (k)=0

=

< Ve >0, li’rzn(CIZK(E) )n =0

oldugu agiktir [10].

Teorem 3.2.6 Hicbir matris toplanabilme metodu, istatistiksel yakinsaklik metodunu igeremez

[11].

Teorem 3.2.7 pe N ve 0< p <o olsun. Asagidakiler saglanir.

1. Bir dizi x, sayisina kuvvetli p —Cesaro toplanabilir ise X, sayisina istatistiksel
yakinsaktir.

ii. Sinirlt bir dizi x, sayisina istatistiksel yakinsak ise x, sayisina kuvvetli p —Cesaro
toplanabilirdir [10].
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Lemma 3.2.8 sz —limx, =a ve st—limy, =5 ve c¢ bir reel say1 olsun. Bu durumda
k—c0 k—o0
1. st—%iig(xk+yk):a+b
i. st —]lclglo (cxk) =ca dir [7].

Bu kisimda verdigimiz 6rnekler istatistiksel yakinsaklikla ilgili literatiirde gegen veya kendi

verdigimiz orneklerin detayli ¢oziimleridir.

Ornek 3.2.9 Sekildeki gibi tanimlanan,

n, n=k’

0 e (n=1,23,.)

=)

2

dizisini inceleyelim. Bulmamiz gereken, lim —|{k <n:lx, x|z 8}| =0 olacak sekilde bir x,
n—>0 n

say1sidir.

n=k’=x =n=n-0=n=n2e=>k>s=k>¢

n#k’=x =0=n-0=[0-0=02=>CK=0.
Bu durumda £ >0 i¢in

‘{kén:‘xk—O‘Zs}‘z‘{kén:n:kz,

xk—O‘Zg}‘u‘{kén:n;tkz,

x, —0|> 8}‘

:‘{kSn:n:kz,kZ\/;}‘u‘{kén:n;tkz,Ozte}‘

elde edilir. Her iki tarafin dogal yogunluguna bakilirsa eger;
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liml‘{kSn:‘xk—0‘28}‘=1iml{kﬁn:n:kz,kZ\/;} uliml{kgn:n;tkz,OZe}‘

n—o pn n—o 1 n—o pn

ghmi~JE+0=0

n—w p

Boylece (xn) dizisi igin st —limx =0 oldugu goruliir.

Ornek 3.2.10 Asagidaki gibi tanimlanan

n n=Fk
x:(xn): n__l nikz

>
n

2

J(n=123,.)

dizisi i¢in st—limx =1 oldugunu gosterelim.

n=kigin x, =n=|x -l=n-1=n-12e=>k’2e+1=>k=e+l

1 1 1
=—>g>n—>=k<—,
n e &

5 . n—1 n-1-n
n#k” i¢in x, =——=

n

L
n

n—1 ‘_

n

1 . . .
e>0ve k< 1 oldugundan {k <nnzk’ k< —} kiimest sonlu bir kiimedir. Buna gore
g g

k<n:x —lzel={k<n:n=k>|x —l|>ef{Ufk<n nzk’|x —1>¢
{e<n:fx,~1z¢} | |

:‘{kSn:n:kz,k>\/3+1}‘qu£n:n¢k2,k£l}

&

1
Yukaridaki denklemde her iki tarafin dogal yogunluguna bakilacak olursa {k <nnzk’ k< —}
g

kiumesi sinirlt oldugundan dogal yogunlugu sifirdir. Buna gore
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liml|{k£n:|xn—l|2<9}|=liml {kﬁn:n:kz,kZ\/a‘Jrl} UlimL

n—o n n—o0 57 n—90 5

{kﬁn:n;ﬁkz,kgl}
g

Shml~J;+O:0

n—o n

O halde (xn) dizisi 1’e istatistiksel yakinsaktir. x, —1(S) veya st—limx=1 geklinde

gosterilir.

Uyan 3.2.11 Klasik anlamdaki yakinsak diziler simirlidir; fakat istatistiksel yakinsak her dizi

sinirlt olmayabilir. Simdi buna bir 6érnek verelim;

Ornek 3.2.12 Asagidaki gibi tanimlanan bir

n, n=k’

0 e (n=1,23,.)

()|

2

dizisini inceledigimizde 7= k? icin (Xn) dizisinin Ustten sinirlt olmadigr agiktir, (n =12, 3,...)

sonsuz tane deger alabilir [41].

Uyar1 3.2.13 Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir fakat tersi dogru degildir. Buna bir ters
ornek verecek olursak;
n=k’

#k’

1,

An=1273, .
; (1=1.23...)

()|

dizisini inceledigimizde
x:(xn):(l,O 0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1 ..): (xl,xz,x3,x4,...).

P A A A e e e - - e A - e

Burada dikkat edilirse (xn2 ) =1 oldugu goriilir diger durumlarda (x,)=0 dir. Burada
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(SR
USER )

I NN}
o

2

n—0 n 1n—>%0 n—o n

limﬂzlim[%, ,---leimz:O

olup istatistiksel yakinsaktir. Fakat

lim, x, =0 ve lim, x, =1 olup alt ve uist limitler birbirine esit olmadigindan bu dizi yakinsak

degildir [42].

Tanim 3.2.14 Negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi 8 ={k,} olmak iizere eger k, =0 ve

r—o iken i, =k, —k_, — o ise @ ={k,} dizisine bir lacunary dizisi denir. Aynica 6 = {k,}

dizisinin aralig /7, = (k, ..k, ] ve oram g, = P ~— olarak ifade edilecektir.

r—1

Ornek olarak;, 6 =4{k,}=2" ve 8 ={k }=r! dizleri birer lacunary dizileridir [11].

Tanmm 3.2.15 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere her &> 0igin

limh%|{ke[, ;

F—>0

xk—x0|28}|:O

olacak sekilde bir x, sayist bulunabiliyorsa x = (xk) dizisine lacunary istatistiksel yakinsaktir

denilir. S, —limx =x, veya x, — x, (S, )seklinde gosterilir. Lacunary istatistiksel yakinsak

dizilerin kimesi agsagidaki sekilde gosterilir [11]:

S, ::{x:(xk)ew: limhir|{ke[r ;

r—>0

X, = X| 28}|}:O.

Tanim 3.2.16 Bir lacunary dizisi 8 = {k,} olmak iizere

limi2|xk —x0|:O

T hr kel,
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olacak sekilde bir x, degeri meveutsa x =(x,) dizisine N, anlaminda lacunary istatistiksel

yakinsaktir denir [11].

Tanmm 3.2.17 Bir x =(x,) dizisi olmak tizere £>0 ve x, € R i¢in

lirrzn%‘{kSPn D ‘xk —x0‘25}‘20

n

ise x=(x,) dizisi x, sayisina agirlikli istatistiksel yakinsaktir denir ve Sy —limx, =x,

k—>w

seklinde gosterilir [43].

Tanim 3.2.18 Bir 6 = {k,} lacunary dizisi ( pk) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun oyle ki

P
Hr:zzpkﬂ Pk, = Z P> Pk,,1 = Z P> Qr:i7 Po:o> ]'r:(BcH:Bc,:I'

kel, ke(0.k, | ke(0,k, 4] Pkr—l

I, =(k,,.k,] oldugu bilindigine gore H, = F, — P, oldugu kolayca gorillebilir. Her bir k€ N
i¢in p, =1 olarak alimrsa H,, P, , B, , O, ve I,"' sirasiyla &, , k,, k,,, q, ve I,’ye

indirgenmis olur. Burada r — o iken H, — o olacak gekilde # — oo igin P, — 0 oldugu

kabul edilecektir [13].

Tanim 3.2.19 Bir x = (xk) dizisi olmak tzere, her £ >0 i¢in

limHLr|{keI,':pk|xk —x0|23}|:O

F—>00

ise x:(xk) dizisi x,’a agulikli lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

S

(7.6) —limx =x, olarak yazilir. Tim agirlikli lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

S -

(7.0) ile gosterilir [13].
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3.3 ideal Yakinsakhik

Tanmm 3.3.1 X = olsun. IC2X(P(X):2X: X kumesinin kuvvet kiimelerinin ailesi )

sinifina, asagidaki sartlar saglandig: takdirde, X de bir ideal denir.

1. Del
ii. VA, Bel >AuBel
iii. VAel, VBc A= Bel

Eger X ¢ oluyorsa yani / #2" ise / idealine 6z ideal (non-trivial ideal) ach verilir. Buna gore

2% disindaki tiim idealler 6z ideallerdir [3].
Tanim 3.3.2 /, X de bir 6z (non-trivial) ideal olsun. Eger her x € X igin {x}e[ ise, yani /
0z ideali X 1in tim sonlu alt kiimelerini iceriyor ise, / idealine uygun (admissible ideal) ideal

denir [3].

Tamim 3.3.3 X = olsun. X in bos kiimeden farkl: alt kiimelerinin /' < 2* sinifina asagidaki

sartlar;

i Del

ii. VA BeF >AnBeF
1il. VAel, VBoA=>Bel

saglandigi takdirde X de bir filtre (veya siizgec) adi verilir [3].
Asagidaki 6nerme idealle iligkilendirilmig filtreyi ifade etmektedir.

Onerme 3.3.4 X = vel, X debir 6z ideal ( non-trivial ideal) olsun. Bu durumda

F(I)={M cX:34Ael:M=X -4}
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sintfina X Uzerinde bir filtre denir. F’ (I ) sinift [ ile iliskilendirilmig filtre olarak adlandirilir

[3].

Tanmm 3.3.5 /, N dogal sayilar kiimesinde bir 6z ideal (non-trivial ideal) olsun. Eger V& >0

isin  A(e)={n:|x,—x|=e}el oluyorsa x=(x,)" reel sayi dizisine x,eR ye /-

n=1

yakinsaktir (ideal yakinsaktir) denir.

Eger x :(xn) dizisi x,€R ye /—yakinsak ise /-limx, =x, veya 7—limx=x, olarak
gosterilir ve x:(xn) dizisinin / —limiti denir [3]. Ideal yakinsaklik kavraminin baz: bilinen

yakinsaklik aksiyomlarimi saglayip saglamadig sorusu akla gelebilir. Yakinsakligin en ¢ok
bilinen aksiyomlar1 agsagidaki gibidir:

(S) Her x =(x,) =(Xy,Xgs Xg--s X,,...) sabit dizisi x, € R ’ye I —yakinsaktr.
(H) Limitin tekligi; eger / —limx =x, ve I —-limx=x,"'ise x, =x,"' dir.
(F)Eger I —limx =x, ise x’in her bir y altdizisii¢in / -limy=x, dir.

(U) Eger x in her bir y alt dizisinin x,’a / —yakinsak bir z alt dizisi varsa x de x, a /-

yakinsaktir denir [3].
Teorem 3.3.6 /, N nin bir uygun ideali olsun. Buna gore,
1. I —yakinsaklik (S), (H) ve (U) aksiyomlarin1 saglar.
ii. Eger /—ideali bir sonsuz elemanli bir kime igeriyorsa, [/ —yakinsaklik (F)
aksiyomunu saglamaz [3].
Uyari 3.3.7 Eger bir /uygun ideal (admissible ideal) sonsuz elemanli kiime i¢ermiyorsa, N nin

tim sonlu alt kiimelerinin sinifi ile 7 ¢akisir ve R ’deki yakinsaklik ile ideal yakinsaklik esittir.

Bundan dolay1 / — yakinsaklik (F) aksiyomunu saglar.

20



Simdi / —yakinsaklikla ilgili birka¢ érnek verilecektir.

1, = {@} olsun. Bu N ’de bostan farkli minimal non-trivial idealdir. Agik bir
sekilde bu dizi /, —yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart sabit dizi olmasidir.

i. G#M N, M =N olsun. I,, =2" olarak segelim. Bu durumda /,,, N

kiimesinde bir 6z (non-trivial) idealdir. Bir x =(x, )T dizisi /,, — yakinsaktir gerek ve yeter
sart N\M uzerinde sabit dizidir (Her bir terimi N ile denk geldiginden sabittir. A¢ik¢a I. ve
II. 6rneklerinin agik bir halidir).

iii. I, N’nin tiim sonlu alt simfi olarak gosterilsin. Bu durumda 7,, N nin bir

uygun (admissible) idealidir ve /, yakinsaklik R deki klasik yakinsaklik ile gakisir.

iv. l,= {A cN:d(4) O} olarak segilsin. Buna gore /,, N ’nin bir admissible

(uygun) idealidir ve [, yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir.

I, = {A cN:5(4)= O} olarak segilsin. Buna gére /;, N *nin bir admissible

(uygun) idealidir ve 1, yakinsaklik logaritmik istatistiksel yakinsakliga indirgenmis olur.

Eger I, —limx =x,ise I, —limx, =Xx, dir (iii. e bakiniz ). Tersi dogru degildir.
iv. ve v. siklarda, ideal yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski goriilebilir [3].

Tanmm 3.3.8 /,,2"" nin bir ideali olmak tizere eger her & >0igin

{(k,l)e NxN:|ka —x0| 28} el,

oluyorsa (xk)l) ciftindisli dizisi 7, — yakinsaktir denir [44].
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Tanmm 3.3.9 Bir x =(x,) dizi olmak iizere her £,5 >0 igin

1
{neN:;|{k£n:|xk—x0|28}|25}el
ise x =(x,) dizisi, x,’a ] —istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda x, —>x,(S(/)) veya
S(I)-lim,_,, x, = x, olarak ifade edilmektedir. Tum J —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

S([) ile gosterilir [25].

Tanim 3.3.10 Bir x = (xk) dizisi verilsin. Her ¢,6 >0 igin

{reN:h%er[r:xk—x0|28}|25}e[

ise x= (xk) dizisi, x,’a [ —lacunary istatistiksel yakinsaktir (veya S, (I ) — yakinsaktir) denilir.

Buna gore S,(/)-lim, ,, x, =x, veya x, >x,(S, (7)) olarak ifade edilmektedir. Tam /-

k—0

lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin sinifi S, (I ) ile gosterilecektir [25].

Tanim 3.3.11 Bir x = (xk) dizisi verilsin. Her ¢€,6 >0 igin

r

{reN:HL|{ke[r':pk|xk—x0|28}|25}e[

ise x=(x,) dizisi, x,’a agulikli lacunary [ —istatistiksel yakinsaktir (veya S(N) 0 (7)-
yakinsaktir) denilir. Buna gore S5, (I)-lim, ,, x, =x, veya x, —>x, (S(ﬁ) ) (1 )) olarak ifade
edilmektedir. Tam /—lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin simifi S, (7) ile gosterilecektir.
Burada /=1, igin, S(N,@) ([)—yaklnsakhk S(Rﬁ) ile cakigir. Her k€N igin p, =1 ise

S(N,@) (7)-yakinsaklik, S, (7)— yakinsakliga indirgenir [27].
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Tanmm 3.3.12 “ g7 agirlik fonksiyonu g:N —[0,0) tamml olmak iizere, » —> oo i¢in limit
durumunda lim, , g(n)=o olsun. AcN i¢in A(1,n) kimesi A~[l,n] kimesini belirtmek

tzere g agirlhiginin st ve alt yogunlugu sirastyla;

- ) A(l,n)
d, (A)=limsup———=
(A=t =0

ve

o A(l,n)
d (A)=liminf
_g( ) o0 g(n)
dir. Eger lim,,, A(1,n)/ g(n) var olmasi durumunda 4 kiimesinin g agrhikli yogunlugu

vardir denir ve d,(A) ile gosterilir. Burada g:N—>[0,00) sartim saglayan tim g agrlhk

fonksiyonlarin koleksiyonu "G" ile gosterilecektir. Ek olarak,

1, ={4cN:d (4)=0}

ailesi bir ideal belirtir. Eger N e/, ise n—> o igin —0 aksine Neg/, ise 40

g(n) g(n)

dir [45].

3.4. Yerel Kat1 Riesz Uzaylan

Bu bolumde Riesz uzaylar, yerel katt Riesz uzaylart ve bu uzaydaki yakinsaklik ¢esitlerinin
tanimlart verilecektir. Bu baglamda ilk olarak yerel kati Riesz uzayimnin olusumunu saglayan;
topoloji, komsuluk tabani ve topolojik vektor uzay gibi bazi topolojik kavramlarin tanimlarn ile

baslanacaktir.

Tanim 3.4.1 X bos olmayan bir ciimle ve 7, X ’in alt cimlelerinin bir ailesi olsun.

1. X, et dur.
ii. 7 ya ait keyfi sayidaki cimlenin birlesimi 7 ya aittir.
iii. T ya ait iki cimlenin arakesiti 7 ya aittir.
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sartlart saglantyorsa 7 ’ya, X icin bir topoloji ve (X,7) ciftine de topolojik uzay denir [35].
Tanim 3.4.2 X , bir K cismi tizerinde bir vektor uzay1 ve 7, X de bir topoloji olsun. Eger
f(xy)=x+y ve g(a.x)=a-x

olarak tanimlanan f = XxX —>X ve g=KxX — X donisimleri sirekliise, X uzayina

bir topolojik vektor uzayt denir [46].
Tanmm 3.4.3 ( X, 7) bir topolojik vektor uzayi, 1" < X ve x €} olsun. Eger

d4ert:xeAcCV
ise, V' ’ye x’in bir komsulugu, A ’yaise, x’in bir agik komsulugu (veya agik civari) denir.

x ’in biitin komguluklarn kiimesine x ’in komsuluk sistemi denir. Bu kiime
V(X)Z:{VCX‘ dAert . xe AV}
ile gosterilir [46].

Tanim 3.4.4 (X ,7) bir topolojik vektor uzayr, xe X ve V(x) ailesi x’de bir komsuluk

sistemi olsun. Eger V' (x)” inbir V, alt ailesi i¢in
VVelV(x)=>3WelV Wl
kosulu saglaniyorsa V ailesine x’ de bir komsuluk tabani denir [46].

Onerme 3.4.5 Eger bir V/(x) ailesi sifirda bir komsuluk tabani ise, her 7, = {x+V‘ Ve V(x)}

ailesi x ’de bir komsuluk tabanidir [46].
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Tanmm 3.4.6 Bir topolojik vektor uzayda sifirin bir komsuluk tabanina bu uzayin bir yerel tabani

denir [46].

Teorem 3.4.7. X bir topolojik vektor uzayt ve V' (x) bir yerel taban olsun. O halde

X Hausdorfftur < ﬂ v ={6}

VeV(x)
dir [46].

Tanm 3.4.8 X bir vektor uzayr ve “<” bu uzay tizerinde bir kismi siralama bagintist olsun.

Eger asagidaki ozellikler saglamyor ise X e siralt vektor uzay: denir:

i. Eger x,ye Xve y<xiseherbir ze X igin y+z<x+z,

. Eger x,ye X ve y<x iseher bir « =20 i¢in oy <ax.

Ek olarak, eger X kismi siralamaya gore bir o6rgi yani, X in iki noktadan olusan her alt
kiimesinin supremumu ve infumumu mevcut ise X e bir Riesz uzay1 (veya vektor érgiisii) denir

[2]. Asagida bazi Riesz uzay1 6rnekleri verilmektedir.

Ornek 3.4.9

i x=(x,x,..x,)eR" ve y=(31.1,,...,) € R" olmak izere;

x=<y ©x <y(1<i<n)

seklinde tanimlanan < koordinatsal siralamastyla birlikte R” Oklid uzay1 bir Riesz uzayidir.

ii. RY, bir X bir kiimesi tizerinde tamml1 tiim reel degerli fonksiyonlarin ailesini belirtsin.

f,geR" olmak iizere,

f2go VVxeX igin f(x)gg(x)
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ile tamml olan < noktasal siralamasiyla birlikte R* bir Riesz uzayidir.
X bir Riesz uzaylr ve X ’in sifir elemam 6 olsun. X ’in bir x elemam igin x" =xvé,
X :(—x)\/0 ve |x| :xv(—x) ifadeleri sirastyla x in pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak

degeri olarak adlandirilir [47].

Tanmm 3.4.10 Bir X Riesz uzayinin bir § alt kiimesi i¢in, eger yc S ve |x| < |y| olmasi xS

olmasini gerektiriyorsa S ye kati kiime denir [47].

Tanm 3.4.11 Bir X vektor uzayr tizerindeki her 7 lineer topolojisi, asagidaki ozellikleri
saglayan, sifinn komsuluklar igin bir N tabanina sahiptir [47]:
i.  Her bir e N bir dengeli kiimedir; yani, tim xe} ve |l|£l olan her AeR igin

Ax el dir.

ii.  Her bir J € N bir yutan kiimedir; yani, her x € X igin Ax € N/ olacak sekilde bir 1> 0

mevcuttur.

iii.  Herbir Ve N i¢in W+W <V olanbir W e N mevcuttur.
Bu tez boyunca N, ifadesi yukaridaki ti¢ sarti saglayan bir sembol olarak kullanilacaktir.

Tanmm 3.4.12 Bir X Riesz uzay1 Uzerindeki bir 7 lineer topolojisi katt kiimelerden olusan
sifirin bir komguluk tabanina sahip ise 7 ya yerel kati topoloji denir. Bu durumda (X ,r) bir

yerel kat1 Riesz uzayi olusturur [47].

Tanim 3.4.13 (xn) topolojik uzayda bir dizi ve x, € X olsun. Eger x,’in her } komsulugu igin

S({neN:x ¢V} =0

saglaniyorsa (xn) dizisi x, noktasina istatistiksel yakinsaktir denir [15].
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Tanmm 3.4.14 (X,T) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve x = (xn) , X ’de bir dizi olsun. Eger sifirin her
bir V' 7 —komgulugu i¢in
liml|{k <n:x,-x,eV}[=0

n—w p

ifadesi saglantyorsa (x,) dizisi x, € X noktasina istatistiksel z—yakinsaktr denir. Bu durumda

St—T

st, —limx = x; veya kisaca x, — x, seklinde gosterilir [18].

Tanmm 3.4.15 (X,T) bir yerel kat1 Riesz uzayi ve € = {kr} bir lacunary dizisi olsun. Eger sifirin
her bir V' 7 —komsulugu i¢in
limi‘{k el,:x,—x,&V}|=0

n—w
¥

ifadesi saglamiyorsa (x,)€ X dizisi x,€X noktasina lacunary istatistiksel 7 — yakinsaktir

85(0)
denir. Bu durumda S, —limx = x, veya kisaca x, = x, seklinde gosterilir [19].

Tanmm 3.4.16 (X, 2') bir yerel kat1 Riesz uzayi ve € = {kr} bir lacunary dizisi olsun. Eger sifirin
her bir /' 7 —komsulugu i¢in

.1

hm?|{k el p,(x,—x,) e_iV}| =0
ifadesi saglaniyorsa (x,)e X dizisi x,€X noktasina agirliklt lacunary istatistiksel -

yakinsaktir denir. Bu durumda S(ﬁ’ 6) —limx =x, seklinde gosterilir [48].

Tanmm 3.4.17 (X,T) bir yerel kati Riesz uzay1 ve x :(xk,l), X “de bir ¢ift indisli dizi olsun.

Eger sifirin her bir V' 7 —komsulugu i¢in

P—ii}g@ﬁ“(le,l),k <nvel<n:x,, —x, eV}| =0
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ifadesi saglaniyorsa (xk’l) dizist x,€ X noktasina istatistiksel z—yakinsaktir denir ve

S, —limx =x, ile gosterilir [49].

Tanmm 3.4.18 (X,T) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve x = (xn) , X ’de bir dizi olsun. Eger sifirin her
bir J 7 —komgulugu i¢in
{keN:x, —x,¢V}el

olacak sekilde bir x, € X varsa x=(x,) dizisine yerel kat: Riesz uzaylarinda ideal yakinsaktir

denir ve 7 (7)—lim,_,, X, =X, seklinde gosterilir [50].
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Boole Halkas1 Yardimiyla Tammlanan ideal Tanimi ile Toplanabilme Teorisindeki

Ideal Tammlarimin Denkligi

Bu bolumde toplanabilme teorisindeki ideal tanmimu ile cebirdeki Boole halkasi yardimiyla

tanimlanan ideal tammlarin denk oldugunu gosterecegiz.

Daha 6nce Tamim 3.1.23 de bahsedilen Boole halkasinda;

“A” ifadesi simetrik fark olmak tizere 4 ve B kiimesinin simetrik farki;
AAB :(A\B)U(B\A)

29

dir. Burada “+” islemi yerine simetrik fark (A) ve “+» islemi yerine de kesisim N alirsak

tammlanan Boole halkasi (P (X). A, m) seklinde olur.

Teorem 4.1.1 Boole halkasi yardimiyla tanimlanan ideal (P(X ), A, m), Kostyrko [3] nun

tantmladig: toplanabilme teorisindeki ideale denktir.

Toplanabilmedeki ideal tanimu: Boole Halkasi ile tantmlanan ideal tanimu:
i el 1. el
il. VA Bel=>AuBel 2. VA, Bel => AAB el
. Vdel, VBcA=Bel 3. VBeP(X) ve VAel i¢qin AnBel

Ispat: Soldaki ve sagdaki ifadelerin birbirlerine denk oldugunu gosterelim.

(::>) 1. sartindan dolay1 1. sartinin saglandigr agiktir.

Simdi 2. nin saglandigini gosterelim. Yine aymi sekilde 1. ii. ve 1iii. saglansin.

VA,Bel = AAB I midir?

ii. den VA,Bel => AuBel idi. A ve B nin simetrik farki AAB:(A\B)U(B\A) olup
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A\Bc Ael

}D(A\B)e[, (B\A)e[
B\AcBel

dr.
ii. den VA,Bel = AuB el idi. Aym sekilde

(A\B)elIve(B\A)el=(A\B)U(B\A)=AABel.

Son olarak 3. Un saglandigim gosterelim. 1. 1. ve 1iii. saglansin. Bu durumda

VBeP(X) ve VAel igin A B e I mdir?

iii. den
BcA=>BnAcCA

dir. BnAc A veii)den VAe ! oldugundan BnA e eldeedilir. / < P(X) oldugundan,

VBeP(X) ve VAel igin AnBel

dir. Boylece 3. i gostermis olduk. Simdi de yeter sartin saglandigim gosterelim:

(:<:) Simdi 1. 2. 3. sartlarinin saglandigint kabul edelim i. ii. iii. sartlarinin saglandigini

gosterelim.

1. nin saglandig agiktir.

il. VA, Bel > AuBel midir?
2. den VA,Bel = AABel oldugunu biliyoruz. AAB:(A\B)U(B\A)EI ve 3. den

ANBel. Burada simetrik farktaki esitligin sag tarafint (4\B)U(B\A4)=X ve (4nB)=Y

ile gosterelim. 2. ye benzer olarak X,Y €/ = XAY €7 dir.
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XAY el < {((A\B)U(B\4))A(4nB)}el

e {((aB)u(B\AN(AnB) o[ (4nB)\((4\B)U(B\4)) |} 1
= {((AuB)\(AmB))u((AmB)\(AuB))}e]
= {(AuB)A(AmB)}e]

olup (AUB)el ve (AnB)el dir. Bizim gostermemiz gereken de (AwB)el idi.

Dolayisiyla VA,Be [ igin (AuB)e[ dir. Son olarak iii. saglandigint gostermemiz yeterli

olacaktir.

ii. VAel, VBc A= Bel mdir?
3. den VBe P(X) ve VAel igin AnBel oldugunu biliyoruz. Gostermemiz gereken

VAel ve VBcC A igin Bel olmasidir.

Bc A< AnB=B oldugunu biliyoruz [51]. Ayrica 3. den A~B el oldugundan Bel elde

edilir.
4.2 Yerel Kat1 Riesz Uzaylarinda / — Agurhikh Lacunary Istatistiksel Y akinsaklik

Bu bolimde yerel katt Riesz uzaylarinda [—agirlikli lacunary istatistiksel yakinsakligi

tanimlayacagiz ve bazi kapsama bagintilarini verecegiz.

Tanim 4.2.1 (X ,2’) bir yerel kati Riesz uzay1 ve & :{k,} bir lacunary dizisi olarak verilsin.

Eger sifirn her V' 7 —komsulugu ve 6 >0 igin;

r—>0

{reN:limHLr‘{ke]r':pk(xk—xo)e_fV}‘2§}e] (4.1)
yani,
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{reN:limHL‘{ke]r':pk(xk —xo)g_fV}‘ <5}EF(1)
olacak sekilde bir x, € R sayist varsa x=(x,)e X dizisi yerel kat1 Riesz uzaylarinda x,’a [ —
agirlikli lacunary istatistiksel 7 —yakinsaktir (S(IN) 0 (7)—yakinsaktir) denir. S (IN) 0 (r)-limx=x,

Siz.)(7)
veya x, — x, seklinde gosterilir. / —agirlikli lacunary istatistiksel z —yakinsak tiim dizilerin

kiimesi S(Iﬁﬂ) (7) seklinde gosterilir [27].

Uyar1 4.2.2 Tamm 42.1. de tim keN i¢in p, =1 ve I=1I, olarak alinrsa S(Iﬁﬂ) (7)-

yakinsaklik; Mohuddine ve Alghamdi [19] nin tanimladigi S, (z‘) yakinsakliga indirgenir.

Uyar1 423 (4.1) de her keN i¢in p, =1 alinirsa Tamim 4.2.1 asagidaki tamma indirgenmis

olur.

Tanim 4.2.4 (X ,2’) bir yerel kati Riesz uzay1 ve & :{kr} bir lacunary dizisi olarak verilsin.

Eger sifirin her ' 7 —komsulugu ve 6 >0 igin,

{reN:limhine[r:xk—xoeV}|25}e[

r—>0

olacak sekilde bir x, € R sayisi varsa x=(x,)e X dizsi yerel kat: Riesz uzaylarinda x,’a [ —

55(7)
lacunary istatistiksel yakinsaktir (.S (7) -yakinsaktir) denir ve S, (7)—limx=x, veya x, — x,

seklinde gosterilir. /—lacunary istatistiksel yakinsak tim dizilerin kiimesi Sj;(7z) seklinde

gosterilir [27].

Tanim 4.2.5 (X ,2’) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve & :{k,} bir lacunary dizisi olarak verilsin.

Eger sifirin her V' 7 —komsulugu ve 6 >0 igin;
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{neN 11m—|k<P (%, —x )eV}|25}e[

n~>00

olacak sekilde bir x, € R sayisi varsa x = (xk) € X dizist yerel kat1 Rieszuzaylarinda x,’a [ —

5%(7)
agirlikli istatistiksel yakinsaktir (S5 (7)-yakinsaktir) denir ve S, (7)—limx =x, veya x, — x,

seklinde gosterilir. [ —istatistiksel yakinsak tim dizilerin kiimesi § fv (2') seklinde gosterilir [27].

Tanmm 4.2.6 (X , 2') bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve 6 = {kr} bir lacunary dizisi olarak verilsin. Bir

o >0 sayist vardir 6yleki eger sifirin her V' 7 —komsulugu ve ¢ >0 igin;

{re N: 11m—|{ke[ laApX, eV}|>5}e[

r—o H

ise x:(xk)eX dizisi yerel katt Riesz uzaylarinda 7 —agirlikli istatistiksel 7 —sirlidir (

S(]_ 0 (7)—simrhidir ) denir [27].

Teorem 4.2.7 (X ,T) bir Hausdorff yerel kat1 Riesz uzay1 ve @ = {k,} bir lacunary dizisi olarak

verilsin. x = (xk), y= (yk) e X iki dizi olmak tizere agagidakiler saglanir:

i. Eger S (2') limx=x, ve S (T)—hmx ¥y, ise X, =, .
ii.  Eger S (z‘) limx=x, ve her c eR ise S (z‘) limax =ax,

iii. EgerS (z‘) limx =x, VeS (z‘) limy=y, 1seS (z‘) limx+y=x,+y,.

ispat:
1. Kabul edelim ki SI (z‘) limx=x, ve S (z‘) limx =y, olsun. }' ise sifirin keyfi
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bir 7 —komgulugu olsun. Bu durumda bir ¥ V' olacak sekilde bir ¥ € A/, vardir. Bagka bir
WelN,, sectigimizde oyle ki W+W <Y dir. S(Iﬁﬂ)(z')—limx: X, ve kS‘(INﬂ)(z')—limx:y0
oldugundan herhangi bir 6 >0 igin,

Al:{reNzlimHLr‘{ke]r':pk(xk—xo)e_fV}‘<5}eF(1)

r—>0

ve

r—>00

A4, = {reN:limHL‘{ke[r':pk(xk—yo)eV}‘<5} eF(I)

yazilabilir. Tam reN igin 4,, 4, € F'(I) ve § >0 oldugundan

o
I; ‘{ke]r':pk(xk—xo)eW}‘<5

r

benzer olarak

o
I; ‘{ke]r':pk(xk—yo)eW}‘<5

r

seklinde segilebilir. 4 N4, = A olsun bu durumda her k€ 4 igin

Pe(%0=20) =D (Yo =%, + X, = y0) = e (% = %)+ 2 (3, — Yo )W +W Y =V

dir. Boylece

HL|{keL'3Pk (% _yO)gWH

r

1
|{ke]r':pk(xk—x0)g_fW}|+H

¥ ¥

1
<
H

o 0
|{ke]r':pk(xk—yo)g_fW}|<E+E<§
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olup boylelikle

r—>0

{reN:limHLr‘{ke]r':pk(xk—yo)e_fV}‘<5}eF(1)

olur. Son olarak (X ,r) Hausdorff ve V', sifirin her 7 —komsulugu oldugundan sifirin tim V'

7 —komsuluklarinin ara kesiti {#} tek nokta kiimesidir. Boylece x,—y, =6, yani X, =}, elde

edilir.

ii. Kabul edelim ki S(IN) 0 (7)-limx =x, ve sifirin bir /' 7 —komsulugu olsun. Bu durumda

bir Y <V olacak sekilde bir ¥ € A, vardir. S(Iﬁﬂ) (r)-limx=x, oldugundan herhangi bir

0 >0 i¢in

r—>0

B:{reNzlimHLr‘{ke]r':pk(xk—xo)g_fV}‘<§}eF(1)

yazilabilir. Tlk olarak |er|<1 olsun. ¥ denge kimesi oldugundan p,(x,—x,)eY ise

ap,(x,—x,)eY dir. Boylece

{ke]r':pk(xk—yo)eY}g{ke]r':apk(xk—yo)eY}

cfkel,map,(x,~y,)eV}

ve buradan sifirin her bir J 7 —komsulugu i¢in

r—>0

{reN:limHLere[r':apk(xk—xo)eV}|<5}eF([)
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elde edilir. Simdi |« [>1 olsunve o ifadesi |05| dan daha buiyiik veya esit olan en kiigiik
tamsay1y1 belirtsin. o W <Y olacak sekilde bir W € N, mevcuttur. S(I]v ) (7)-limx=x,

oldugundan benzer sekilde

r—>0

B:{reNzlimHLr‘{ke]r':pk(xk—xo)g_fV}‘<§}eF(1)

yazabiliriz. Buradan

|apk(xk—x0)|:|a||pk(xk—xo)lé o |pk(xk—x0)|e aWwcyclv

elde edilir. Y kiumesi kati oldugundan ap, (x,—x,)eY iken ap, (x,—x,)eV yazlabilir.

Boylelikle sifirin her bir ' 7 —komsulugu igin

r—>0

1 |
{re N: 11mi|{ke[r rap, (x, —xo)eV}| <5} e (1)
elde edilir. Buradan her o € R igin S(IN) 0 (7)—limeax = ax, oldugu goriiliir.

iii.  V sifinn keyfi bir 7 —komsulugu olsun. Bu durumda ¥ V' olacak sekilde ¥ €

sol

vardir. W +W Y olacak sekilde baska bir W e NV, segelim. S(IN)Q) (r)-limx=x, ve

S(Iﬁﬂ) (7)-limy =y, oldugundan

r—>0

C :{reNzlimHLr‘{ke]r':apk(xk—xo)g_fV}‘<g}eF(])

ve

r—>0

C, :{reNzlimHLer[r':apk(yk—yo)e_fV}|<g}eF([)
yazilabilir. C, "C, =C olsun ve her »<C igin;
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Py ((xk +yk)_(xo+yo)):pk (Xk—xo)+pk (yk—yO)EW-i-WngV

buradan,

HL‘{kezr':pk ((x, —yk)+(xo—yo))%W}‘SHL\{k€fr'ipk(xk —x,) e}

¥ ¥

+HLV‘{kelr':pk(y yo)ew}‘<g+%:5

dir. Sonug olarak,

r—>0

{reN:limHir {ke]r':pk((xk—yk)+(x0—y0))g_fV}‘<5}

{reN hm—‘ ke] pk(yk—yo)g_fW}‘<g}

}’*)00

{reN hm—‘ke] P (% xo)g_fW}‘<g}

}’*)00

elde edilir. S[ (r) limx=x, ve S (r) limy =y, oldugundan C,,C, € F(I) dir. Bu da

gosterir ki S (r) limx+y=x,+y, dir.

Teorem 4.2.8 (X ,2') bir yerel kati Riesz uzay1 ve 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Eger bir

x=(x,) dizisi S (r) yakinsak ve (p,) sinirli bir dizi ise x=(x,) dizisi S (r)

stnirlidir.

Ispat: Kabul edelim ki x=(x,) S(]A_w)(r)—yaklnsak ve (p,) smrh bir dizi olsun. V' sifinn

keyfi bir 7 —komsulugu olsun. Bu durumda ¥ V' olacak sekilde ¥ € N, vardir. W+W Y

olacak sekilde bagka bir W e N, secelim. S (z') limx = x, oldugundan
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1
D:{reNzlggFr{ke]r':pk(xk—xo)eW}|25}e]

yazilabilir. W yutan bir kime oldugundan ax,eW olacak sekilde bir a>0 reel sayisi

mevceuttur. 0<b<1 ve b<a olacak sekilde bir b secilsin. (p,) stmrlt oldugundan tim keN

icin p, <M olacak sekilde bir M -250 sayist mevcuttur. Bu durumda tim keN i¢in
g b

bp, <a yazilabilir. W dengeli kime oldugundan dolayt p,(x, —x,)eW iken bp (x, —x,)eW
dir. Buradan her bir ke N\ D ig¢in

bp,x, =bp,(x, —x,)+bpxyeW+W YV

elde edilir. Boylelikle

F—>00

{reN:limHLHkGI,':bpkxk eV}|25}e]

dir. Bu x =(x,) dizisinin S([zv, ) (7)—surl: oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.9 (X ,T) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve € = {kr} bir lacunary dizisi olsun.

(%) (%) (z,) € X olmak uzere eger asagidakiler saglantyorsa S([zv, ) (z)—limy =x, dir.
i. Herbir keN igin x, <y, <z, ve

ii. S(Iﬁﬁ) (z)-limx=x, :S([Zvﬂ)(r)—limz:xo.

Ispat: V sifinin keyfi bir 7 —komsulugu olsun. Bu durumda ¥ 7 olacak sekilde ¥ € \V,

vardir. W +W Y olacak sekilde baska bir W € NV, segelim. ikinci sart saglandigindan dolay1

E,E, € F(I) olacak sekilde
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1 ,
Elz{reNzlggFr{kelr :pk(xk—xo)eW}|<5}eF(])

ve

F—>0

E, :{reNzlimHLerI,':pk(zk —xo)eW}|<5}eF(1)
yazilabilir. £ =FE nE, € F(I) olsun. Birinci sarttan dolay1 tim & € £ igin

P (X = X) S (e — %) < P2, — %)

elde edilir. Boylelikle
| Ve =X [Slxe =X [+l 2z =X [eW+W Y TV

olarak yazilir ve buradan da Y kati oldugundan dolay1 p,(y, —x,)eY <V dir. Sonug olarak

.1
{reN:hmFere],':pk(yk—xo)eW}|<5}eF(])

F—>00

oldugu goriiliir. Sonug olarak S([ﬁ) ) (z)—limy=x, du.

Teorem 4.2.10 (X ,r) bir yerel kati Riesz uzayi ve 8 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Eger

liminf, O, >1 olmast durumunda S([ﬁ) (7)< S([zv, 0 (7) kapsama bagintist vardr.

Ispat: Kabul edelim ki liminf, O, >1 olsun. Bu durumda yeterince biiyiik » degerleri icin

Q. 21+ 4 olacak sekilde A >0 sayisi vardir. Burada liminf, O, >1 oldugundan dolay1

dir. S([zv) (r)-limx=x, ve VV sifinn keyfi bir 7 —komsulugu olsun. S([zv) (7)-limx =x, oldugu

igin
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1
{re N: P_k,‘{ke Poip (X, —x)e V}‘ <5}
yazilabilir. Boylece tim » > r, i¢in

PL‘{k <Bh :p(x, —xo)&‘V}‘ ZPL‘{kH <k <k, :p(x, —xo)e_fV}‘

k, kr
o1 A
= P,: (H—r‘{k el p.(x, —xo)g_fV}U ZE(H—F‘{/{ el p.(x, —xo)QfV}U

yani herhangi bir ¢ >0 igin

A1
{reN:EE{ke]r':pk(xk—xo)eV}‘<§}

g{reN:P%r‘{kstr :pk(xk—xo)&‘V}‘<5}

S([ﬁ) (r)-limx=2x, oldugundan kapsama bagntisinin sag tarafi /'(/) ya aittir. Sonug olarak

S([M) (z)-limx =x, elde edilir. Boylece S([ﬁ) (7)< S([M) (7) oldugu goriliir.

Teorem 4.2.11 (X,T) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve x:(xk)e X bir dizi olsun. Herhangi bir

0= {k,} lacunary dizisi olmak tizere agsagidakiler saglanir:

i.  Egertim keN igin p, <1 ise S(Ie)(r)gS([ﬁﬁ) (7) dir.

. . H . .
ii. Egertim k€N igin 1<p, ve hr tistten sinirli ise S([M) (r)gS(le)(r) dir.

”

ispat:
i. Egertim k€N igin p, <l isetim reN igin H, </ dir. Bu durumda tim r €N igin
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0<M < IZV <1 olacak sekilde bir M sabiti vardir. Yerel kat1 Riesz uzayinda bir x =(x,) dizisi

”

ve S, (7)—limx=x, olsun. V sifirin keyfi bir 7 —komsulugu oldugundan

]117 ‘{ke]r':pk(xk—xo)e_fV}‘

r

:HL‘{PIGI <k<k, :p,(x _xo)g‘:V}‘

r

11
Sﬂh_r‘{krl <k<k :p,(x, _xo)g‘:V}‘

e (s er)

”

yani,

HL‘{ke]r':pk (xk —xo)e_fV}‘Sﬁhi‘{ke]r :(xk —xo)e_fV}‘

r

yazilabilir. Buradan da ¢ >0 igin

{reN:HLV‘{ke]r':pk(xk—xo)e_fV}‘Zé}
C{reN'Li‘{ke] '(x —x)e_fV}‘}
= .Mhr o\ T Mo

elde edilir. S;(7)-limx=x, oldugundan kapsamanin sag tarafi F'() ya aittir. Bu ise sol

tarafinda /* (] ) ya ait olmasim gerektirir. Sonug¢ olarak S([zv, ) (r)—limx =x, elde edilir.
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r

ii. Egertim keN i¢in 1< p, isebu durumda tim reN i¢in A, < H, dir. ustten

”

sinirlt ise tim  re N igin 1< hr < N olacak sekilde bir N sabiti vardir. Kabul edelim ki yerel

7

kat1 Riesz uzayinda birx=(x,) dizisi ve S([zv, 0 (z)-limx=x, olsun. V' sifirn keyfi bir 7

komgulugu oldugundan

hi‘{ke]r g (xk —xo)e_fV}‘

”

1
:h—\{kﬂ <ks<k:(x-x)el}

yani,

hi‘{ke]r g (xk —xo)eéV}‘S%HLr‘{ke]r':pk (xk—xo)e_fV}‘

”

yazilabilir. Buradan da ¢ >0 igin

{reN:hir‘{ke]r ;(xk—xo)eV}\}

11
g{reN:ﬁH—r‘{ke]r';pk(xk—xo)e_fV}‘Zé}
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elde edilir. S([zv, 9)(1)—limx: x, oldugundan kapsamamn sag tarafi (/) ya aittir. Bu ise sol

tarafin da /'(/) ya ait olmasini gerektirir. Sonug olarak S; (7)—limx =x, elde edilir.

4.3. Yerel Kat1 Riesz Uzaylarinda Cift Dizilerin “g” Agirhk Fonksiyonu Yardimiyla

Tammlanmus / —Istatistiksel Yakinsaklig: ve / —Lacunary Istatistiksel Yakinsakhg:

(13 29

Bu bolimde, yerel katt Riesz uzaylarinda ¢ift indisli dizilerin bir agirlik fonksiyonu

g
yardimiyla tantmlanmig / —istatistiksel yakinsaklik kavrami verilmis ve diger baz1 yakinsaklik
tirleriyle aralarindaki iligkiler incelenmistir. Bunun i¢in 6ncelikle Tamm 3.3.12 de Balcerzak

[457m tanimindan esinlenerek  “g” agrhikli yogunluk tamimi ¢ift indisli dizilere

genisletilecektir.

Tamm 4.3.1 (m,n)e K cNxN ve geG olsun ve K, , {(k,l)eK:lSkém ve lélén}

kiimesinin eleman sayisini belirtsin. K kiimesinin agirlikli Gist ve alt ¢ift yogunlugu sirasiyla,

=P —limin M
L i o

ve
- , K (m,n)
d, (K)=P-limsup————
s (K) mnsa g(m)g(n)
o L . K(m,n) o
seklinde ifade edilecektir. Eger P — lim ﬁ var olmasi durumunda; yani Pringsheim
m,1—>00 g mn

anlaminda limitinin var olmast durumunda K ktmesinin agirlikli ¢ift yogunlugu vardir denilir

ve d_ (K) ile gosterilir.

Tamm 4.3.2 (X, 7) bir yerel kati Riesz uzay1 ve x =(x,,) € X bir gift indisli dizi olsun. Eger

sifirin her V' 7 —komsulugu ve 6 >0 igin,
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{(m,n)eNxN:mH(k,l),kSm ve [<n:x, , —x, eV}| 25}6[
yani,

{(m,n)e NXN:WHUC,I},kSm ve [<n:ix  —x, eV}|<5}eF(1)

olacak sekilde bir x, € R sayist varsa x=(x,,)eXx dizisine S, (7)(7)-yakinsaktir denir.

S, (I )7

Xes > % (S, (I)(7)) veya x,, — x, seklinde gosterilir. Tam agirlikli yakinsak cift indisli

dizilerin uzay1 S, , (7)(7)- ile gosterilecektir.

Uyan 433 [, = {4 < NxN, 4 sonlu bir kime} ve g(m)=m, g(n)=n olmast durumunda

See (7)(7)—yakinsaklik, [44] nolu kaynaktaki S, (7)— yakinsakliga indirgenir.

Tanmm 4.3.4 (X,7) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve x :(xk)l)e X bir cift indisli dizi olsun. Eger

sifirin her V', 7 —komsulugu ve ¢ >0 igin,

{(m,n)eNxN:mHkgm ve [<n:Ax,, eV}|2é}e[

olacak sekilde bir 1>0 sayisi meveutise x =(x,,)e X dizisi S, (/)(7)-simrlidir denir.

Teorem 4.3.5. (X, 7) bir Hausdorff yerel katt Riesz uzay1 ve x = (%) ¥=(y,)e X sift

indisli diziler olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

i. Eger S, (/)(z)-limx,, =x, ve S, (1)(z)-limx,, =y, ise x, =y, dir.
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ii. Eger S, (/)(z)-limx,,=x, ve aeR i¢in S, (/)(7)-limax,, =ax, dir.

iii. Eger S,,(/)(r)-limx,, =x, ve S, (I)(r)-limy,, =y, ise

Ses (I)(T)_lim(xk,z + V) =X+, dir.

ispat:
i. Kabul edelim ki S, (/)(7)-limx,, =x, ve S, (I)(r)-limx,, =y, olsun. V', sifinn
keyfi bir z—komsulugu olsun. Bu durumda Y <V olacak sekilde bir Y e N,

mevcuttur. W +W <Y olacak sekilde baska bir W € NV, segilsin. Bu durumda;

A3:{kSm ve lSn:xk),—xoﬁV}
ve

A4:{k£m ve lén:xk)l—yoe’_fV}

yazilabilir. Burada herhangi 6 >0 ve (m,n) — o i¢in limit alinmast durumunda 4,4, €/ dir.

A, " A, = A olmaktadir. Simdi tim (k,/) € A, olsun bu durumda,
Xo=Yo =X =X, + X, — Vo EW+W YV

elde edilir. Boylece sifirin her V', 7 —komsulugu igin (x, - y,) €V dir. (X,7) Hausdorff

oldugundan sifirin tim V' 7 —komsulugunun arakesiti tek nokta kiimesidir {6’} . Boylece

X, —¥, =0 oldugundan x, =y, elde edilir.

ii. V,sfinnkeyfi bir 7 —komsulugu ve S, , (/)(7)—limx, , =X, olsun. Bu durumda

Y <V olacak sekilde bir ¥ € NV, , mevcuttur. Bu durumda;

B:{(m,n)eNxN: (k,0),k<m ve lSn:ka—xoeY}|<5}eF([)

1
e
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olmak iizere her (m,n)e B ve §>0 i¢in

g(m)g(n)|{(k,l),k£m ve [<nix, —x, EV}| >1=6

yazilabilir. Ik olarak |or|<1 olsun. ¥ dengeli kiime oldugundan (x, —x,) €Y ise a(x, —x,)e¥

dir. Boylece

{(k,l),kﬁm ve [<n:ix,  —x, eY}
g{(k,l),kﬁm ve lgn:a(xk)l —xo)eY}

g{(k,l),kﬁm ve lgn:a(xk)l —xo)eV}
ve (m,n)e B igin
(k,1),k<m ve lgn:a(xk)l —xo)eV}‘

1
ROAOL

(k,0),k<mve I<n:x, —x, eV}‘>l—5

1
)

elde edilir. Buradan

~—l smve l<n: ax, ,—X < €
{(m,n)eNxN.g(m)g(n)|{(k,l),k_ / (X 0)§EV}| 5} F(I)
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oldugu gorulir. Simdi «  ifadesi |05| dan daha biyiikk veya esit olan en kiigiik tamsayiy1

belirtsin. a W Y olacak sekilde bir We N

sol

meveuttur. S, (7)(7)-limx, , =X,

oldugundan ¢ >0 igin,

B:{(m,n)eNxN: (k,l),k<mve I<n:x,, —x, eW}|<§}eF([)

ROrOL
g(m)g(n)
yazabiliriz. Boylece sifirin her bir J 7 —komsulugu i¢in

|05(xk)l—x0)|:|a||xk)l—x0|£ o |xk)l—x0|e a Wcrcv

elde edilir. ¥ kiimesi kat1 oldugundan o (x, —x,)€7 iken ar(x, —x,) €V yazlabilir. Sonug

olarak
{(m,n)eNxN:mH(k,l),kgm ve [<n:ax,, —ax, eW}|<5}eF(1)

elde edilir. Buise S, (7)(7)—limax,, =ax, oldugunu gosterir.

iii.  V sifinn keyfi bir 7 —komsulugu olsun. Bu durumda ¥ V' olacak sekilde Y € NV,
vardir. W+W Y olacak sekilde baska bir We N, segelim. S, (7)(7)—limx,, =X, ve
S, (I)(r)—limy,, =y, oldugundan

C :{(m,n)eNxN: (k) k<mve [ <n:x  —x, eW}|<g}eF(1)

1
OAOL

ve

C, :{(m,n)eNxN: (k,1),k<mve I<n:y,, -y, eW}|<g}eF(1)

1
OTOL
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olarak yazilabilir. C; "C, =C olsun ve her (m,n)e C igin,

((xk,z +yk,z)_(xo +y0)):(xk,l _x0)+(yk,l _yo)EW+W§Y§V

buradan,

g(m)g(n)‘{(k’l)’kgm ve lgn:(xk)l +yk)l)—(x0 +y0)g_:W}‘

Sm‘{(k,l),k <mve [<n:x  —x, &W}‘

l o 0
——— k. 1), k< I<n: v — 5.5 _
+g(m)g(n)‘{( ) )7 <mve l<n:y -y, %W}‘<2+2 S

elde edilir. Sonug olarak,
1
{(m,n)e NXN:W‘{(k,I),kSm ve lSn:(xk)l +yk)l)—(x0 +y0)eW}‘<5}eF([)

olur ve ¥ sifirin keyfi bir 7 —komsulugu oldugundan S, , (7)(7)—limx,, +y,, =, +, elde

edilir ve bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.6 (X,T) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve x:(xk)l)e X ¢ift indisli dizi olsun. Eger
x= (xk)l) dizisi S; , (/)—yakinsakise S, (7)—simrhdr.

Ispat: Kabul edelim ki x:(xk)l) dizisi S, (/)-yakinsak olsun. V sifinn keyfi bir 7—
komsulugu olsun. Bu durumda Y <V olacak sekilde Y € N, vardir. W+W Y olacak
sekilde baska bir W e N, segilsin. x =(x,,) dizsi S, (7) - yakinsak oldugundan;

D:{(m,n)eNxN: (k,1),k<m ve lSn:xk)l—xoeWHZé}e[

1
e
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yazilabilir. W yutan bir kiime oldugundan ax, el olacak sekilde bir a>0 reel sayist
mevcuttur. 0<b <1 ve b<a olacak sekilde bir b segilsin. ¥/ dengeli kiime oldugundan dolay1

(x, —x,) €W iken b(x, —x,)€W dir. Buradan her bir {k,/}eN\D i¢in

bx, =b(x, —x,)+bx,eW+W YV

elde edilir. Boylelikle

; <mve [<n:bx > €
{(m,n)eNxN.g(m)g(n)|{(k,l),k_ [ bk),eV}| 5} 1

dir. Bu x = (xk),) dizisinin S (7)— siurh oldugunu gosterir.

Tanimm 4.3.7 (X, 2') bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve x = (xk)l) bu uzayda bir dizi olsun. Eger sifirin

her bir V', 7 —komgulugu, 6 >0 vetim k, p>n,; [,q >m, igin

{(m,n)e NxN:WH(k,I),kSm ve I<n:x,, —x,, eV}|2§}e[

olacak sekilde (#,,m,)eNxN bulunabiliyorsa x= (xk) ,) dizisi S} ,(/)—Cauchy olarak

adlandinlir.

Teorem 4.3.8 (X,7) bir yerel kati Riesz uzay1 ve x = (x,) bu uzaydabir dizi olsun. Eger

x=(x,,) dizisi S;, (7)—yakinsakise S; , (/)—Cauchy dir.

Ispat: (X,7) bir yerel kati Riesz uzay1 x = (xk),) dizisi de x,’a S, (/)—yakinsak olsun. V/

sifirin keyfi bir 7 —komsulugu olsun. Bu durumda ¥ — V' olacak sekilde ¥ € AV, vardir.

sol

W +W Y olacak sekilde baska bir W e N, segelim. 0 < <1 olsun bu durumda;
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E:{(m,n)eNxN: k<mve lSn:xk)l—xoeW}|<5}eF([)

1
OTOL

yazilir. Tim (m,n) e I i¢in

g(m)g(n)|{k£m ve Zén:xk’l—xofW}|<5

yani,

g(m)g(n)|{k£m ve [<n:x,, —X, EW}|>1_5

elde edilir. Buradan p,qe{(k./).k<mand I<n:x,,—x, €W }igin
X =X, =X, — XX, =X, € w+WwcYclV

yazilir. Sonug olarak ¢ >0 igin
{(m,n)eNxN:mH(k,l),kSm ve I<nix, —x,, eW}|<5}eF(1)

elde edilir ve bu x=(x, ) dizisinin S, ,(/)(z)—Cauchy oldugunu gosterir.

Teorem 4.3.9 (X, 7) bir yerel kat1 Riesz uzay1 ve g,,g, € G olsun. Tim m=m, ve n>n, igin
m)g, (n

M <M olacak sekildle M >0 ve (m,n,)eNxN vardir. Bu durumda

g,(m)g,(n)

S, .. (I)(r) =S, .. (I)(7) kapsama bagintisi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,7) bir yerel kati Riesz uzayr x=(x,,) dizisi de x,’a S . (/)—

yakinsak olsun. Sifirin keyfi bir /' 7 —komsulugu olsun. Bu durumda m >m, ve n>n, igin
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m‘{(k,l),kgm ve I<nix, —x, ¢ V}‘

_& (m)g, (n) 1 ‘{(k,l),kgm ve I<n:ix,, —x, eZV}‘

g, (m)g,(n) g (m)g, (n)

SM;)‘{(k,I),kSm ve l<nix  —x, ¢ V}‘

& (m)gl (n

dir. Herhangi bir ¢ >0 igin

elde edilir. Sonug olarak x = (xk)l) €S, . (7)(r) oldugundan kapsamanin sag tarafi / ‘nin

elemamdir. Buise S, . (I)(7)c S, (7)(7) olmasint gerektirir.

2,82

Tanim 4.3.10 (X,7) bir yerel kati Riesz uzayt ve 6, ={(k,,/,)} bir cift indisli lacunary dizsi

olsun. g(h,)=g(hh)=g(h)g(h,) olmak iizere eger sifirin her V' 7 —komsulugu ve &>0

igin,
{(m,n)e NxN: p r)lg(_s)‘{(k,l)elm XX, %V}‘ > é}e]
yani
{(M,n)ENxN ; g(hr)lg(—s)‘{(k,l)el,s P X T X %V}‘ <5}€F(1)
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olacak sekilde bir x, € R sayist varsa x=(x,,)e X dizisine S;7 (7)(7)—yakinsaktir denir ve
X, —> X, (Ssjjg (])(z-)) veya (I)(7)-limx,, =x, seklinde gosterilir. Tam ift indisli lacunary

agirlikl yakinsak dizilerin uzayr Sy~ (7)(7) ile gosterilecektir.

Tanim 4.3.11 (X,z') bir yerel kati Riesz uzay1 ve 0, :{(kr,ls)} bir ¢ift indisli lacunary dizisi
olsun. g(h,)=g(hh)=g(h)g(h) olmak izere eger sifirn her V' 7 —komsulugu ve >0

igin,

{(m,n)eNxN:mHkgm ve [<n:ldx, eV}|2é}e[

olacak sekilde bir >0 sayist meveutise x =(x,,)e X dizisi g (/)(7)-simrlidir denir.

Teorem 4.3.12 (X, 7) bir yerel katt Riesz uzay1 ve 6, ={(k,./,)} bir ¢ift indisli lacunary dizisi

h)g(h,
olsun. Eger liminf &( ,)g( S)

2 s tise ST (L) ST (1 :
7,80 g(k,)g(ks)> 15€ g,g( )C g,g( )(T)

T hr }_ls

Ispat: liminf M >1 oldugundan, yeterince  buyuk r,s i¢in
e g (k)g (L)

. .gh)e(h) L g o

liminf >1+H olacak gekilde bir A >0 sayist bulunabilir. Kabul edelim ki

oo g(k)g (1)

Seg7)7)
X,, — X, olsun. Sifirn her V', 7 —komsulugu i¢in
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l {k<k vels<l x, —x eV}
Zﬁ‘{(k’l)eﬁs3xk,l_x0$V}‘

_g(n)e(n) 1 {(k.)el, v, -x, eV}

g(k)g(L) g(h)g(h)

2(1+H) ‘{(k;l)EIrs:xk,l_xogV}‘

1
g(h)g ()

yazilabilir. Buradan herhangi bir ¢ >0 igin

1 X, X, 2 !
(et i

k<k, ve lSlS:xk)l—xog_fV}‘Z§}e]

1
SEGral

Sg e (1)7)
elde edilir. x,, — x, oldugundan / ya aittir. Bu ise S;g(l)chjfg(l)(r) olmasini

gerektirir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, yerel kati Riesz uzaylarinda, klasik anlamda yakinsakliktan daha zayif bir
yakinsaklik ¢esidi olan istatistiksel yakinsaklik ve bunun bir genellestirmesi olan ideal
yakinsaklik kavramlart derlenerek gerekli literatiir taramast yapilmistir. Toplanabilme
teorisindeki ideal tanimi ile cebirdeki Boole halkasi yardimiyla tammlanan ideal tamimimn
birbirlerine denk oldugu gosterilmistir. Ayrica yerel kat1 Riesz uzaylarinda 7 —agirlikli lacunary
istatistiksel yakinsaklik ile “’g’ agirlik fonksiyonu yardimiyla elde edilen ¢ift indisli diziler i¢in
I —istatistiksel yakinsaklik ve /—lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlar tamimlandi ve bu
kavramlar arasindaki kapsama bagintilart verilerek bazi topolojik 6zellikleri incelendi. Yerel kati

Riesz uzaylarinda elde edilen bu sonuglarin ilgili arastirma alanlarina katkida bulunacag:

ongorilmektedir ve bu baglamda akla su sorular gelebilir:

i.  Elde edilen bu sonuglar topolojik gruplara taginabilir mi?

ii. Teorem 4.2.11 S (I)<S (I)(r) kapsama bagmntist ispat edilmistir. Fakat hangi

sartlar altinda ngfg (I)(7)c S (7) kapsamanin saglanacag heniiz bilinmediginden

bu iki soru arastirma niteliginde olup agik uglu problem olarak birakilmisgtir.
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